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به نام خالق یکتای دادار

سخن اول-۱
در کتاب های یک دو چهار تلش شده است که گامی هر چند کوچک برای افزایش دانش ریاضییی شییما خواننییده ی عزیییز•

برداشته شود. امید آن می رود که از خواندن این کتاب ها لذت ببرید و علقه ی شما به ریاضی بیشتر شود.
سخن با دانش آموز-۲
یادگیری ریاضی نیازمند تمرین است و تمرین حوصله می خواهد. زمان مناسبی را برای تمرین انتخاب کن. عجلییه نکیین.•

درباره ی مفاهیم ریاضی دقیق فکر کن و برای فهم بیشتر آنها تمرین های متفاوتی را حل کیین. نوشییتن را فرامییوش نکیین.
نوشتن اعتماد به نفس تو را افزایش می دهد. لطفا به نکات زیر توجه کن :

در کلس درس به گفته های معلم خوب گوش بده و توجه کن.)۱(
کتاب های درسی را به دقت مطالعه کن.)۲(
استفاده از ماشین حساب ایرادی ندارد و بهتر است که از ماشین حساب مهندسی استفاده کنی.)۳(
استفاده از نرم افزارهای ریاضی ضروری به نظر می رسد. جئوجبرا یکی از نرم افزارهای خوب ریاضییی اسییت کییه)۴(

کار با آن بسیار راحت می باشد. این نرم افزار به زبان فارسییی ترجمییه شییده و دارای راهنمییای فارسییی نیییز اسییت.
برای دانلود آن می توانی به آدرس زیر مراجعه کنی :

www.geogebra.org
سخن با معلم-۳
آگاهی مطالعه می خواهد. مطالعه یادمان نرود. همیشییه بییه روز باشیییم. در انتقییال• آگاهی است و  آموزش ریاضی نیازمند 

مفاهیم ریاضی به دانش آموز دقت لزم را داشته باشیم. توانایی های دانش آموز را باور داشته باشیم و بییه او اجییازه دهیییم
که توانایی های خود را نشان دهد. دانش آموز را به ریاضی علقه مند کنیم.

سخن آخر-۴
در پایان از انتقادها و پیشنهادهای شما خواننده ی عزیز صمیمانه استقبال می شود.•

با نهایت ادب و احترام
محمد علی مقدم زاوه
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توان و کاربردهای آن۱

آشنایی با توان.۱

برای آشنایی با توان، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•
3+3+3+3+3+3+3+3=8×3
3×3×3×3×3×3×3×3=3 8

230
=1073741824

320
=3486784401

(−3)9=−19683
(−3)10

=59049
23
×25

=2×2×2⏟×2×2×2×2×2⏟=23+5
=28

3 7

35=
3×3×3×3×3×3×3

3×3×3×3×3
=37−5

=32

23
×53

=2×2×2⏟×5×5×5⏟=2×5⏟×2×5⏟×2×5⏟=(2×5)
3
=103

64

3 8=
6×6×6×6×6×6×6×6
3×3×3×3×3×3×3×3

=
6
3
×

6
3
×

6
3
×

6
3
×

6
3
×

6
3
×

6
3
×

6
3
=(

6
3 )

8

=28

30
=3 8−8

=
3 8

3 8=1

3−2
=30−2

=
30

32=
1
32

(23)
4
=23

×23
×23

×23
=2×2×2⏟×2×2×2⏟×2×2×2⏟×2×2×2⏟=23×4

=212

23
4
=2(3

4)
=281
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14توان و کاربردهای آن

فرمول های توان.۲

 را در نظر بگیرید.n و m و اعداد طبیعی b و aاعداد حقیقی •
(۱) an

=a×a×⋯×a⏟
مرتبه n

(۲) a1
=a

(۳) am
×an

=am+ n

(۴)
am

an =am−n

(۵) am
×bm

=(a×b)
m

(۶)
am

bm=(
a
b )

m

(۷) a0
=1 (a≠0)

(۸) a−n
=

1
a n

(۹) (
a
b )

−n

=(
b
a )

n

(۱۰) (am )
n
=am n

روش های محاسبه ی توان.۳

برای آشنایی با روش های محاسبه ی توان، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.-۱
مثال اول

213
×35

69 =
? 213

×35

29
×39 =

? 24

34=
16
81

مثال دوم

83
+83

+83
+83

25
+25

+25
+25

+25
+25

+25
+25=

4×83

8×25=
22
×(23)

3

23
×25 =

? 211

28 =23
=8

مثال سوم
84
×48

628
×9−14=

? 84
×48

×914

628 =
212
×216

×328

228
×328 =

228
×3 28

228
×3 28=

?
1
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15توان و کاربردهای آن

 کسرهای زیر را تا حد امکان ساده کنید.تمرین.-۲

(آ)
68
×89

×912

234
×333 (ب)

83
+83

+83
+83

+83
+83

+83
+83

45
+45

+45
+45

 را بیابید.x در هر یک از قسمت های زیر، مقدار تمرین.-۳

(آ) 8x+1
×43−2x

=256 (ب)
27x−5

817 x =2431−x

(پ) 2x
+2x+1

+2x+2
+2x+3

=۱٫۸۷۵ (ت)
9x−1

+9x
+9x+1

27x =819

 است؟ چرا؟3200 بزرگتر از عدد 2300 آیا عدد سؤال.-۴

نماد علمی.۴

آشنایی با نماد علمی-۱

300000=سرعت نور
km
s
=3×105 km

s
1023×۶٫۰۲=602000000000000000000000=عدد آووگادرو

۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۹۱۰۹g=۹٫۱۰۹×10−28=جرم الکترون g
. بییه اییین نییوع نمییایش از یییکn∈ℤ و a<10≥1 نوشت کییه a×10nهر عدد حقیقی مثبت را می توان به صورت •

عدد، نماد علمی گفته می شود.
از نماد علمی برای نمایش اعداد خیلی بزرگ و خیلی کوچک استفاده می شود.•
 نماد علمی اعداد زیر را بنویسید.تمرین.-۲

(آ) 30200000000 (ب) ۰٫۳۰۲۰۰۰۰۰۰۰۰

(پ) ۰٫۰۰۸×۰٫۰۰۰۰۸۷×(۰٫۰۰۰۲)−3 (ت)
۲۱٫۶×(۰٫۰۲)−4

(۰٫۰۰۳)3
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16توان و کاربردهای آن

تجزیه ی اعداد به عامل های اول.۵

آشنایی با تجزیه ی اعداد به عامل های اول-۱
۵۰۴ ۲
۲۵۲ ۲
۱۲۶ ۲
۶۳ ۳
۲۱ ۳
۷ ۷
۱

۵۴۰ ۲
۵

۵۴ ۲
۲۷ ۳
۹ ۳
۳ ۳
۱

504=23
×3 2

×71 540=22
×33

×51

هر عدد طبیعی بزرگتر از یک را می توان به طور یکتایی به صورت حاصل ضرب اعداد اول نوشت. به اییین نییوع نمییایش•
از یک عدد، تجزیه ی به عامل های اول گفته می شود.

یک عدد طبیعی مربع کامل است هر گاه توان تمام عامل های اول آن زوج باشند.•
 باشد.۳یک عدد طبیعی مکعب کامل است هر گاه توان تمام عامل های اول آن مضرب •
n=p1تعداد مقسوم علیه های عدد طبیعی •

α1 p2
α2…pk

αk برابر است با (α1+1)(α2+1)⋯(αk+1).
 اعداد زیر را به عامل های اول تجزیه کنید.تمرین.-۲

(آ) ۴۵۶ (ب) ۹۷۵
(پ) ۸۵۰۵ (ت) ۳۰۶۰۰

 مربع کامل باشد.n×2400 را طوری بیابید که n کوچکترین عدد طبیعی تمرین.-۳
 مکعب کامل باشد.n×2400 را طوری بیابید که n کوچکترین عدد طبیعی تمرین.-۴
 چند مقسوم علیه دارد؟ چرا؟ آنها را بنویسید.۲۲۵۰ عدد تمرین.-۵
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17توان و کاربردهای آن

بزرگترین مقسوم علیه مشترک و کوچکترین مضرب مشترک.۶

آشنایی با بزرگترین مقسوم علیه مشترک و کوچکترین مضرب مشترک-۱
24=23

×31 60=22
×31

×51

1,2,3=مقسوم علیه های ۲۴ ,4 , 6 ,8 ,12 ,24
1,2=مقسوم علیه های ۶۰ ,3 ,4 , 5,6 ,10 ,12,15 ,20 ,30,60
1,2,3=مقسوم علیه های مشترک ۲۴ و ۶۰ ,4 ,6 ,12
24)=بزرگترین مقسوم علیه مشترک ۲۴ و ۶۰ ,60)=12
24=مضرب های ۲۴ ,49 ,72,96 ,120 ,144 ,168,192,216 ,240 ,264 ,288,312,336 ,360,…
60,120=مضرب های ۶۰ ,180 ,240,300,360 ,…
120=مضرب های مشترک ۲۴ و ۶۰ ,240 , 360 ,…
24]=کوچکترین مضرب مشترک ۲۴ و ۶۰ ,60]=120

m) که با نماد n و mبزرگترین مقسوم علیه مشترک دو عدد طبیعی • ,n  نمایش داده می شود، برابییر اسییت بییا حاصییل(
ضرب عامل های اول مشترک با توان کوچکتر.

(24 ,60)=22
×31

=4×3=12
به بزرگترین مقسوم علیه مشترک به اختصار ب.م.م گفته می شود.•
m] که بییا نمییاد n و mکوچکترین مضرب مشترک دو عدد طبیعی • ,n  نمییایش داده مییی شییود، برابییر اسییت بییا حاصییل[

ضرب عامل های اول مشترک با توان بزرگتر ضرب در عامل های اول غیر مشترک.
[24 ,60]=23

×31
×51

=8×3×5=120
به کوچکترین مضرب مشترک به اختصار ک.م.م گفته می شود.•

•[m ,n ]=
m×n
(m ,n)

m) نسبت به هم اول نامیده می شوند هر گاه n و mدو عدد طبیعی • ,n )=1.
 را به دست آورید.۴۵۶ و ۲۸۸ به کمک تجزیه ی اعداد به عامل های اول، ب.م.م و ک.م.م دو عدد تمرین.-۲
48] را طوری بیابید که n عدد طبیعی تمرین.-۳ n , 80n]=720.
184 را طوری بیابید که دو عدد طبیعی β و α مقادیر تمرین.-۴

×125α−5 9 وβ−2
 نسبت به هم اول باشند.252×
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عبارت جبری، اتحاد و تجزیه۲

آشنایی با عبارت جبری.۱

در جدول زیر، مثال هایی از عبارت جبری آمده است.-۱
یک جمله ای چند جمله ای عبارت گویا عبارت گنگ

√4 x 2x3
−3 x2

+x−1
x+2
x−3 √x+1

5
3

x3 y2 3
4

x+√6
5
x

2

√x−3
+1

−2+√7 x3 y2
+x2 y3 3 x−2

+2 x−1 √x−√x
 حساب کنید.z=−4 و x=−1 ،y=2 مقدار عددی عبارت جبری زیر را به ازای تمرین.-۲

6x4 y2
+1

3 z−4 y−15 x3

=p و a=3 ،b=4 ،c=5 مقدار عددی عبارت جبری زیر را به ازای تمرین.-۳
a+b+c

2
 حساب کنید.

√p (p−a )(p−b)(p−c)
درجه ی یک جمله ای-۴
برای آشنایی با درجه ی یک جمله ای، به جدول زیر توجه کنید.•

یک جمله ای xدرجه نسبت به  yدرجه نسبت به  y و xدرجه نسبت به  درجه

4 x3 z ۳ ۰ ۳ ۴

−2 xy2 z3 ۱ ۲ ۳ ۶
درجه ی یک جمله ای نسبت به یک متغیر برابر است با توان آن متغیر در یک جمله ای.•
درجه ی یک جمله ای نسبت به چند متغیر برابر است با مجموع توان های آن متغیرها در یک جمله ای.•
درجه ی یک جمله ای برابر است با مجموع توان های متغیرها در یک جمله ای.•
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20عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

درجه ی چند جمله ای-۵
برای آشنایی با درجه ی چند جمله ای، به جدول زیر توجه کنید.•

چند جمله ای xدرجه نسبت به  yدرجه نسبت به  درجه

2x3 y4
−3 x2 y5 z ۳ ۵ ۸

درجه ی چند جمله ای نسبت به یک متغیر برابر است با بیشترین توان آن متغیر در چند جمله ای.•
درجه ی چند جمله ای برابر است با درجه ی جمله ای از جملت آن چند جمله ای که بیشترین درجه را دارد.•
چند جمله ای استاندارد-۶
برای آشنایی با چند جمله ای استاندارد، به مثال های زیر توجه کنید.•

x5
+4 x3

−7 x2
+6 x+8

2x3 y2
+3 x2 y3

−6 xy+5
3 x2 y3

+2x3 y2
−6 xy+5

چند جمله ای نسبت به یک متغیر استاندارد است هر گاه بر حسب آن متغیر از توان بییزرگ بییه تییوان کوچییک مرتییب شییده•
باشد.

چند جمله ای کامل-۷
برای آشنایی با چند جمله ای کامل، به مثال زیر توجه کنید.•

x4
−x3

+x2
−x+1

 را داشته باشد.n تا ۰ کامل است هر گاه همه ی جملت درجه ی nیک چند جمله ای درجه ی •
چند جمله ای همگن-۸
برای آشنایی با چند جمله ای همگن، به مثال زیر توجه کنید.•

x5
+x2 y3

+x3 y2
+z5

یک چند جمله ای همگن است هر گاه درجه ی همه ی جملت آن با هم برابر باشند.•
چند جمله ای متقارن-۹
برای آشنایی با چند جمله ای متقارن، به مثال زیر توجه کنید.•

x4
+x2 y3

+x3 y2
+y4

یک چند جمله ای دو متغیره متقارن است هر گاه با جابجایی متغیرهای آن تغییر نکند.•
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21عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

جمع، تفریق، ضرب و تقسیم چند جمله ای ها.۲

جمع، تفریق و ضرب چند جمله ای ها-۱
برای آشنایی با جمع، تفریق و ضرب چند جمله ای ها به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
(2x+3 )(5x2

−6 x+1)=? 10 x3
−12 x2

+2x+15 x2
−18 x+3=? 10x3

+3 x2
−16 x+3

مثال دوم
2x y(x2 y3

−x3 y2
)−x2 y(2 xy3

+x2 y2
)+3 x4 y3

=
? 2x3 y4

−2x4 y3
−2 x3 y4

−x4 y3
+3 x4 y3

=
? 0

 عبارت زیر را تا حد امکان ساده کنید.تمرین.-۲
(x+2)(2x−1)(3 x+2)−(x+4)(1−4 x)−5x−3

اگر تمرین.-۳  A=x+2 ،B=3−x و C=x2
+x+1.حاصل عبارت های زیر را به دست آورید ،

(آ) 2A B−3 C−5 (ب) A(B+C)−B(C−A)+xC−1
تقسیم چند جمله ای بر یک جمله ای-۴
برای آشنایی با تقسیم چند جمله ای بر یک جمله ای، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

4 x3
−8x2

+6x−12
4 x2 =

4 x3

4 x2−
8x2

4 x2+
6x
4 x2−

12
4 x2=x−2+

3
2x
−

3
x2

 تقسیم زیر را انجام دهید.تمرین.-۵
15 x3 y4

−20x5 y3
+55 x3 y5

10 x3 y4

تقسیم چند جمله ای بر چند جمله ای-۶
برای آشنایی با تقسیم چند جمله ای بر چند جمله ای، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول مثال دوم

4 x3
−7 x2

+6 x−10 −x+2

−4 x3
+8 x2

−4 x2
−x−8

             x2
+6 x−10

           −x2
+2x

                   8 x−10
                −8x+16
                           6

  x4
+x3

+x+1 x2
+2x+3

−x4
−2 x3

−3 x2 x2
−x−1

      −x3
−3 x2

+x+1
         x3

+2x2
+3 x

              −x2
+4 x+1

                 x2
+2x+3

                       6 x+4
در هر مرحله ی تقسیم، مقسوم و مقسوم علیه باید استاندارد باشند.•
تقسیم تا وقتی ادامه می یابد که باقیمانده صفر شود یا درجه ی آن از درجه ی مقسوم علیه کمتر شود.•
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22عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

 تقسیم های زیر را انجام دهید.تمرین.-۷

(آ) −3 x2
+5 x+9+x3 x+1

(ب) x6
+2x3

+5 x3
−1

(پ) 2x4
−x3

−3 x2
+x−1 2x2

−x+1 (ت) x3
+x2 y−xy2

−2y3 x+y

تقسیم چند جمله ای ها و بخش پذیری.۳

Pباقیمانده ی تقسیم چند جمله ای -۱ (x a بر ( x+b که با نماد R: نمایش داده می شود، برابر است با 

R=P(−
b
a
)

 باقیمانده ی تقسیم مثال.-۲
−7 x2

+4 x3
+6 x−10

−x+2
 را به دست آورید.

حل.
−x+2=0⇒x=2
R=P(2)=−7 (2)2+4 (2)3+6 (2)−10=6

P باقیمانده ی تقسیم چند جمله ای مثال.-۳ (x  اسییت. باقیمانییده ی تقسیییم۱۱ و ۶ به ترتیب برابر x−2 و x+3 بر (
P (x x2 بر (

+x−6.را به دست آورید 
حل.

P (x )=? (x2
+x−6)Q(x)+a x+b

x+3=0⇒x=−3⇒
?

P (−3 )=0−3 a+b=6      ⇒      b=3a+6

x−2=0⇒x=2⇒
?

P (2)=0+2a+b=11          ⇒       2a+3 a+6=11⇒5a=5⇒ a=1⇒b=9
                                                                   ⇒ R(x)=x+9=باقیمانده

x5(k+1) را طوری بیابید که چند جمله ای k مقدار تمرین.-۴
+x3

−k−4 بر x+1.بخش پذیر باشد 

 را طوری بیابید که خییارج قسییمت و باقیمانییده ی تقسیییم b و a مقادیر تمرین.-۵
x2
−5x−a
x+b

5 و x−7 بییه ترتیییب 

باشد.
P باقیمانده ی تقسیم چنیید جمله ای تمرین.-۶ (x - اسییت. باقیمانییده ی تقسییم۷ و ۸ بیه ترتیییب برابیر x−5 و x بیر (

P (x x2 بر (
−5 x.را به دست آورید 

x3 را طوری بیابید که چند جمله ای n و m مقادیر تمرین.-۷
+m x2

+n x+4 بر x+2 و x−2.بخش پذیر باشد 
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23عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

آشنایی با اتحاد.۴

به جدول زیر توجه کنید.-۱
x x+3 x−3 (x+3 )(x−3 ) x2

−9

1 4 -2 -8 -8

-4 -1 -7 7 7

20 23 17 391 ?

√10 √10+3 √10−3 ? ?

(x+3 )(x−3 )=x2
+3 x−3 x−9=x2

−9      ⇒      (x+3 )(x−3)=x2
−9

به یک معادله ی همواره درست، اتحاد گفته می شود.•
 کدام یک از معادله های زیر اتحاد هستند؟ چرا؟تمرین. -۲

(آ) (5x+3 )(x+4)=(5 x+4 )(x+3) (ب) (x+1)(x5
−x4

+x3
−x2

+x−1)=x6
−1

اتحادهای اصلی.۵

اتحاد مزدوج-۱
(a+b)(a−b)=a2

−b2

اتحاد مربع دو جمله ای-۲
(a+b)2=a2

+b2
+2a b

(a−b)2=a2
+b2

−2a b
اتحاد مربع سه جمله ای-۳

(a+b+c)2=a2
+b2

+c2
+2a b+2a c+2b c

اتحاد جمله مشترک-۴
(x+a )(x+b)=x2

+(a+b)x+a b
تعمیم اتحاد جمله مشترک-۵

(x+a )(x+b)(x+c)=x3
+(a+b+c)x2

+(a b+a c+bc)x+a bc
اتحاد مکعب دو جمله ای-۶

(a+b)3=a3
+b3

+3a2 b+3 a b2

(a−b)3=a3
−b3

−3 a2 b+3 a b2

اتحاد مجموع یا تفاضل مکعبات-۷
(a+b)(a2

−a b+b2
)=a3

+b3

(a−b)(a2
+a b+b2

)=a3
−b3
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24عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

این اتحاد به اتحاد چاق و لغر معروف شده است.•
تعمیم اتحاد چاق و لغر-۸

(a−b)(a n−1
+an−2 b+⋯+a bn−2

+bn−1
)=an

−bn

(a+b)(an−1
−an−2 b+⋯−a bn−2

+bn−1
)=an

+bn
nفرد) )

(a+b)(an−1
−an−2 b+⋯+a bn−2

−bn−1
)=an

−bn
زوج) n)

،b=1در حالت خاص •
(a−1)(an−1

+an−2
+⋯+a+1)=an

−1
(a+1)(an−1

−an−2
+⋯−a+1)=an

+1 nفرد) )
(a+1)(an−1

−an−2
+⋯+a−1)=an

−1 زوج) n)

چند اتحاد مهم دیگر.۶

چهار اتحاد زیر از اتحاد مربع دو جمله ای به دست می آیند.-۱
a2
+b2

=(a+b)2−2a b
a2
+b2

=(a−b)2+2a b
(a+b)2+(a−b)2=2a2

+2 b2

(a+b)2−(a−b)2=4 a b
دو اتحاد زیر از اتحاد مکعب دو جمله ای به دست می آیند.-۲

a3
+b3

=(a+b)3−3 a b(a+b)
a3
−b3

=(a−b)3+3 a b(a−b)
اتحاد زیر از اتحاد مربع دو جمله ای به دست می آید.-۳

a2
+b2

+c2
−a b−a c−bc=

1
2
[(a−b)2+(a−c)2+(b−c)2]

از این اتحاد نتیجه می شود :
a=b=c⇔a2

+b2
+c2

=a b+a c+b c
اتحاد اویلر-۴

(a+b+c)(a2
+b2

+c2
−a b−a c−bc)=a3

+b3
+c3

−3 a bc
از اتحاد اویلر نتیجه می شود :

a+b+c=0یا a=b=c⇔a3
+b3

+c3
=3 a b c

اتحاد لگرانژ-۵
(a2
+b2

)(x2
+y2

)=(a x+by)2+(a y−b x)2

(a2
−b2

)(x2
−y2

)=(a x+b y)2−(a y−b x)2
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25عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

محاسبه به کمک اتحادها.۷

محاسبه به کمک اتحادهای اصلی-۱
برای آشنایی با محاسبه به کمک اتحادهای اصلی، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
(5x+3 )(5x−3 )=(5x)2−(3 )2=25 x2

−9
مثال دوم

(x+2)(x−2)(x2
+4)=(x2

−4 )(x2
+4)=(x2

)
2
−(4)2=x4

−16
مثال سوم

(4 x+3 y)2=(4 x)2+(3 y)2+2(4 x)(3 y)=16 x2
+9 y2

+24 xy
مثال چهارم

(13−7 x)2=(13)2+(7 x)2−2(13)(7 x)=169+49x2
−182x

مثال پنجم
(x+2)(x−2)(x2

−4)=(x2
−4 )(x2

−4)=(x2
−4 )2=(x2

)
2
+(4 )2−2(x2

)(4 )=x4
+16−8x2

مثال ششم
9992

=(1000−1)2=(1000)2+(1)2−2 (1000)(1)=1000000+1−2000=998001
مثال هفتم

(2x−3 y−z)2=(2x)2+(3 y)2+(z)2+2(2x )(−3 y)+2(2x)(−z)+2(−3 y)(−z)
                     =4 x2

+9 y2
+z2

−12 x y−4 x z+6y z
مثال هشتم

(x2
+x+1)2=(x2

)
2
+(x)2+(1)2+2 (x2

)(x)+2(x2
)(1)+2(x)(1)

                =x4
+x2

+1+2x3
+2x2

+2x=x4
+2x3

+3 x2
+2x+1

مثال نهم
(x+3 )(x+4)=x2

+(3+4 )x+(3 )(4 )=x2
+7 x+12

مثال دهم
(x−15)(x+14)=x2

+(−15+14)x+(−15)(14)=x2
−x−210

مثال یازدهم
(5x+7 )(5x−3 )=(5x)2+(7−3 )(5x )+(7)(−3)=25x2

+20x−21
مثال دوازدهم

(x+2)(x−2)(x2
+3)=(x2

−4 )(x2
+3 )=(x2

)
2
+(−4+3)(x2

)+(−4)(3)=x4
−x2

−12
مثال سیزدهم

1002×997=(1000+2)(1000−5)=(1000)2+(2−5)(1000)+(2)(−5)
                                                 =1000000−3000−10=996990
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26عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

مثال چهاردهم
(x−4 )(x−2)(x+3)=? x3

+(−4−2+3 )x2
+(8−12−6)x+24=x3

−3 x2
−10x+24

مثال پانزدهم
(2x+y)3=(2x)3+(y)3+3 (2 x)2(y)+3 (2x)(y)2=8x3

+y3
+12x2 y+6 x y2

مثال شانزدهم
(5−7 x)3=(5)3−(7 x)3−3 (5)2(7 x)+3 (5)(7 x)2=125−343x3

−525x+695 x2

مثال هفدهم
10013

=(1000+1)3=(1000)3+(1)3+3 (1000)2(1)+3 (1000)(1)2

                           =1000000000+1+3000000+3000=1003003001
مثال هجدهم

(2x+5)(4 x2
−10 x+25)=(2 x)3+(5)3=8 x3

+125
مثال نوزدهم

(3 ax−y)(9 a2 x2
+3 a x y+y2

)=(3a x )3−(y)3=27 a3 x3
−y3

مثال بیستم
(x+2)(x2

−2 x+4 )(x−2)(x2
+2x+4 )=(x3

+8)(x3
−8)=x6

−64
مثال بیست و یکم

(x+1)(x2
−x+1)(x−3)(x2

+3 x+9)=(x3
+1)(x3

−27)=x6
−26 x3

−27
مثال بیست و دوم

(x−2)(x7
+2x6

+4 x5
+8x4

+16 x3
+32 x2

+64 x+128)=(x )8−(2)8=x8
−128

مثال بیست و سوم
(2x+3 y)(16 x4

−24 x3 y+36 x2 y2
−54 x y3

+81 y4
)=(2x)5+(3 y)5=32 x5

+243 y5

مثال بیست و چهارم
(x+1)(x2

+1)(x8
−x6

+x4
−x2

+1)(x9
−x8

+x7
−x6

+x5
−x4

+x3
−x2

+x−1)=(x10
−1)(x10

+1)
                                                                                                             =x20

−1
 حاصل عبارت های زیر را به کمک اتحادها به دست آورید.تمرین.-۲

(آ) (x−
1
2
)(x+

1
2
)(x2

+
1
4
)(x4

+
1

16
) (ب) (a2

−a b+b2
)(a2

+a b+b2
)

(پ) (1−2x−3 x2
)
2 (ت) (x+

1
x
+

2
y
−y)

2

(ث) (x+9)(x−8)−(5+2x )(5−6x) (ج) (x+1)(x−1)(x2
+2)(x4

+x2
+3)

(چ) (2x+1)(2x−3)(2x+5) (ح) (2+xy z)3

(خ) (x2
−x+1)3 (د) (a−a2

)(a2
+a3

+a4
)

(ذ) (x−1)(x2
+x+1)(x3

+1)(x6
+2) (ر) (a+b)(a−b)(a 8

+a6 b2
+a4 b4

+a2 b6
+b8

)
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27عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

a و a+b=7 اگر مثال.-۳ b=2.مقدار عبارت های زیر را به دست آورید ،
(آ) a2

+b2 (ب) (a−b)2 (پ) a3
+b3 (ت) a4

+b4

حل.
(آ) a2

+b2
=(a+b)2−2a b=(7 )2−2 (2)=49−4=45

(ب) (a−b)2=a2
+b2

−2a b=45−2(2)=45−4=41
(پ) a3

+b3
=(a+b)3−3 a b(a+b)=(7)3−3(7 )(2)=343−42=301

(ت) a4
+b4

=(a2
+b2

)
2
−2a2 b2

=(45)2−2(4 )=2025−8=2017

اگر تمرین.-۴  x+
1
x
، مقدار عبارت های زیر را به دست آورید.6=

(آ) x12
+

1
x2 (ب) x3

+
1
x3 (پ) x4

+
1
x4 (ت) x6

+
1
x6

x2 را طوری بیابید که z و x ،y مقادیر تمرین.-۵
+4 y2

+5 z2
+2x−8 y+5=0.
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28عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

بسط دو جمله ای.۸

مثلث خیام – پاسکال-۱
۱

۱ ۱
۱ ۲ ۱

۱ ۳ ۳ ۱
۱ ۴ ۶ ۴ ۱

۱ ۵ ۱۰ ۱۰ ۵ ۱
۱ ۶ ۱۵ ۲۰ ۱۵ ۶ ۱

۱ ۷ ۲۱ ۳۵ ۳۵ ۲۱ ۷ ۱
۱ ۸ ۲۸ ۵۶ ۷۰ ۵۶ ۲۸ ۸ ۱

⋮

بسط دو جمله ای-۲
(a+b)0=1
(a+b)1=a+b

(a+b)2=a2
+2a b+b2

(a+b)3=a3
+3 a2 b+3 a b2

+b3

(a+b)4=a4
+4 a3 b+6a2 b2

+4 a b3
+b4

(a+b)5=a5
+5a4 b+10a3 b2

+10a2 b3
+5a b4

+b5

(a+b)6=a6
+6 a5 b+15 a4 b2

+20a3 b3
+15a2 b4

+6 a b5
+b6

(a+b)7=a7
+7 a6 b+21a5 b2

+35a4 b3
+35a3 b4

+21a2 b5
+7 a b6

+b7

(a+b)8=a8
+8a7 b+28a6 b2

+56 a5 b3
+70a4 b4

+56 a3 b5
+28a2 b6

+8a b7
+b8

                                                       ⋮
.2n برابر است با n(a+b)مجموع ضرایب بسط دو جمله ای •
.۰ برابر است با n(a−b)مجموع ضرایب بسط دو جمله ای •
چند مثال-۳

مثال اول
(2x+5)4=(2x )4+4 (2x )3 (5)1+6 (2x)2(5)2+4 (2x)(5)3+(5)4

             =16 x4
+160x3

+600x2
+1000x+625

مثال دوم
(2x+3 y)5=(2x)5+5 (2x)4 (3 y)1+10(2x )3(3 y)2+10(2 x)2(3 y)3+5(2 x)1(3 y)4+(3 y)5
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29عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

               =32 x5
+240x4 y+720x3 y2

+1080 x2 y3
+810x y4

+243 y5

مثال سوم
(x−2)6=(x)6+6 (x)5(−2)1+15(x )4 (2)2+20(x )3 (−2)3+15(x)2(−2)4+6(x)(−2)5+(−2)6

           =x6
−12 x5

+60x4
−160x3

+240 x2
−192x+64

 دو جمله ای های زیر را بسط دهید.تمرین.-۴
(آ) (4+x y)5 (ب) (2x−3 y )6

آشنایی با تجزیه.۹

به مثال های زیر توجه کنید.-۱
6−x y+2y−3 x=(2−x)(3+y)
x2
−9=(x−3 )(x+3)

x3
+6 x2

+11x+6=(x+1)(x+2)(x+3 )
به نوشتن یک عبارت جبری به صورت حاصل ضرب دو یا چند عبارت جبری، تجزیه گفته می شود.•
 کدام یک از عبارت های زیر را می توان تجزیه کرد؟ چرا؟تمرین.-۲

(آ) x2
+9 (ب) x4

+4

روش های تجزیه.۱۰

فاکتور گیری-۱
برای آشنایی با فاکتور گیری، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
20x4

−15 x3
+35 x2

=5 x2
(4 x2

−3 x+7 )
مثال دوم

35 x2 y3 z+42x3 y z2
=7 x2 y z(5 y2

+6 x z)
دسته بندی-۲
برای آشنایی با دسته بندی، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
m n+a n+m b+a b=m n+m b⏟+a n+a b⏟=m(n+b)+a (n+b)=(n+b)(m+a )

مثال دوم
6−x y+2 y−3 x=6−3 x⏟+2y−xy⏟=3 (2−x)+y (2−x)=(2−x)(3+y)
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30عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

تجزیه به کمک اتحادها-۳
برای آشنایی با تجزیه به کمک اتحادها، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
25x2

−64=(5x−8)(5x+8)
مثال دوم

x4
−16=(x2

−4)(x2
+4 )=(x−2)(x+2)(x2

+4 )
مثال سوم

10172
−9832

=(1017−983)(1017+983)=34×2000=68000
مثال چهارم

36−x2 y2
−4 x2

+9y2
=36−4 x2
⏟+9y2

−x2 y2
⏟=4 (9−x2

)+y2
(9−x2

)=(9−x2
)(4+y2

)

                                                                                                   =(3−x)(3+x)(4+y2
)

مثال پنجم
4 x2

+12x y+9 y2
⏟−49=(2 x+3 y)2−49=(2 x+3 y+7)(2 x+3 y−7 )

مثال ششم
x2
+6 x+5=(x+1)(x+5)

مثال هفتم
x2
+5x+6=(x+2)(x+3 )

مثال هشتم
x2
+5x−6=(x+6)(x−1)

مثال نهم
x2
−5 x−6=(x−6)(x+1)

مثال دهم
x2
−5 x+6=(x−2)(x−3)

مثال یازدهم
9x2

+21x−44=(3 x)2+7 (3 x)−44=(3 x+11)(3 x−4 )
مثال دوازدهم

3 x2
+7 x+2=

(3 x)2+7 (3 x)+6
3

=
(3 x+3 )(3 x+2)

3
=(x+1)(3 x+2)

مثال سیزدهم

6 x2
−x−15=

(6 x)2−(6 x)−90
6

=
(6x+9)(6 x−10)

3×2
=(2 x+3 )(3 x−5)
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31عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

مثال چهاردهم
x4
−25x2

+144=(x2
)
2
−25(x2

)+144=(x2
−9)(x2

−16)=(x−3)(x+3 )(x−4)(x+4)
مثال پانزدهم

8x3
−12 x2

+6x−1=(2 x−1)3

مثال شانزدهم
8+27 x3

=(2+3 x)(4−6x+9)
مثال هفدهم

x6
−64=(x3

+8)(x3
−8)=(x+2)(x2

−2x+4)(x−2)(x2
+2x+4)

مثال هجدهم
x6
+7 x3

−8=(x3
+8)(x3

−1)=(x+2)(x2
−2x+4 )(x−1)(x2

+x+1)
مثال نوزدهم

x10
−1=(x5

+1)(x5
−1)=(x+1)(x4

−x3
+x2

−x+1)(x−1)(x4
+x3

+x2
+x+1)

مثال بیستم
(a−b)3+(b−c)3+(c−a )3=? 3 (a−b)(b−c)(c−a)

افزودن و کاستن-۴
برای آشنایی با روش افزودن و کاستن، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
x4
+4=x4

+4+4 x2
⏟−4 x2

=(x2
+2)2−4 x2

=(x2
+2+2x )(x2

+2−2 x)

مثال دوم
x5
+x+1=x5

−x2
⏟+x2

+x+1⏟=x2
(x−1)(x2

+x+1)+1(x2
+x+1)=(x2

+x+1)(x3
−x2

+1)

شکستن-۵
برای آشنایی با روش شکستن، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید•

مثال اول
x4
+x2

+1=x4
+2 x2

+1⏟−x2
=(x2

+1)2−x2
=(x2

+1+x)(x2
+1−x)

مثال دوم
a4
+b4

+a2 b2
=a4

+b4
+2a2 b2
⏟−a2 b2

=(a2
+b2

)
2
−a2 b2

=(a2
+b2

+a b)(a2
+b2

−a b)

 عبارت های زیر را تجزیه کنید.تمرین.-۶
(آ) 16 x4

−81 y4 z8 (ب) a8
−1

(پ) x3
+x2

−4 x−4 (ت) (x2
+8x+8)2−64

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


32عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

(ث) x2
+7 x−60 (ج) −9 x2

+13 x+10
(چ) (x2

+x )2−8(x2
+x )+12 (ح) 9−15 x−14 x2

(خ) x2
−4 x y−21 y2 (د) x4

+x2 y2
−2 y4

(ذ) 16 x4
+32 x3

+24 x2
+8 x+1 (ر) 8x3 y3

+1
(ز) x6

−1 (ژ) x6
+1

(س) 32 x5
+243 (ش) x (x+1)(x+2)(x+3 )−99

(ص) x8
+x4

+1 (ض) x10
+x5

+1
(ط) x2 y+xy2

+x2 z+xz2
+y2z+y z2

+3 xy z (ظ) (x+y+z)3−x3
−y3

−z3

، رابطه ی زیر بین ضلع های آن برقرار است. نوع مثلث را مشخص کنید.ABC در مثلث تمرین.-۷
a2
(b−c)+b2

(c−a )+c2
(a−b)=0

بزرگترین مقسوم علیه مشترک و کوچکترین مضرب مشترک چند جمله ای ها.۱۱

آشنایی با بزرگترین مقسوم علیه مشترک و کوچکترین مضرب مشترک چند جمله ای ها-۱
(x2
−1)3 (x2

+x−2)4=? (x−1)7 (x+1)3(x+2)4

(x2
−4 )2(x2

−x−2)6=? (x−2)8(x+2)2(x+1)6

3(x+1)=ب.م.م (x+2)2

6(x+2)4(x+1)=ک.م.م (x−1)7(x−2)8

بزرگترین مقسوم علیه مشترک دو چند جمله ای که به اختصار ب.م.م گفته می شود، برابر اسییت بییا حاصییل ضیرب عامیل•
های اول مشترک با توان کوچکتر.

کوچکترین مضرب مشترک دو چند جمله ای که به اختصار ک.ک.م گفته می شود، برابر است با حاصل ضرب عامل های•
اول مشترک با توان بزرگتر ضرب در عامل های اول غیر مشترک.

x3 ب.م.م و ک.م.م دو چند جمله ای تمرین.-۲
−2x2

+2 x−1 و x4
+x2

 را به دست آورید.1+
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33عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

عبارت گویا.۱۲

دامنه ی عبارت گویا-۱

عبارت گویای •
x+1

2 x−6
 را در نظر بگیرید.

x=5⇒
5+1

2(5)−6
=

6
4
=

3
2

x=7⇒
7+1

2(7 )−6
=

8
8
=1

x=−1⇒
−1+1

2(−1)−6
=

0
−8

=0 x=3⇒
3+1

2(3 )−6
=

4
0
=?

D=ℝ−{3}=دامنه ی عبارت گویا
 نمایش داده می شود، برابر است با همه ی اعداد حقیقی به جزء ریشه های مخرجDدامنه ی یک عبارت گویا که با نماد •

آن.
چند مثال-۲

مثال اول
x2
+1

5 x+20

5x+20=0⇒5x=−20⇒x=−
20
5
=−4      ⇒      D=ℝ−{−4}

مثال دوم
5

x2
−9x−36

x2
−9 x−36=0⇒(x−12)(x+3)=0⇒{x−12=0⇒x=12

x+3=0⇒x=−3
     ⇒      D=ℝ−{12,−3}

مثال سوم
x+7

x3
−100 x

x3
−100x=0⇒ x (x−10)(x+10)=0⇒{

x=0
x−10=0⇒x=10
x+10=0⇒x=−10

     ⇒      D=ℝ−{0,10 ,−10}

 دامنه ی عبارت های گویای زیر را به دست آورید.تمرین.-۳

(آ)
1

x2
+20x+84

(ب)
x

x3
+20x2

+84 x
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34عبارت جبری، اتحاد و تجزیه

(پ)
x2
+x+1

x4
−10x2

+9
(ت)

x+1
x−1

2x−1
x−2

جمع، تفریق، ضرب و تقسیم عبارت های گویا-۴
برای آشنایی با جمع، تفریق، ضرب و تقسیم عبارت های گویا، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
x2
+1

x2
−1

+
2 x−3
x2
−1

−
x−2
x2
−1

=
x2
+1+2 x−3−x+2

x2
−1

=
x2
+x

x2
−1

=
x (x+1)

(x−1)(x+1)
=

x
x−1

مثال دوم
x

x+3
+

x+2
x−3

−
x2
+9

x2
−9

=
x (x−3 )

(x+3)(x−3 )
+
(x+3 )(x+2)
(x+3 )(x−3 )

−
x2
+9

(x+3 )(x−3)

                              =
x (x−3 )+(x+3 )(x+2)−(x2

+9)
(x+3)(x−3 )

                              =
x2
−3 x+x2

+5x+6−x2
−9

(x+3 )(x−3)
=

x2
+2x−3

(x+3)(x−3 )
=
(x+3 )(x−1)
(x+3)(x−3 )

=
x−1
x−3

مثال سوم
x2
+3 x

2 x−6
×

10
x+3

=
x(x+3 )
2 (x−3)

×
10

x+3
=
? 5 x

x−3
مثال چهارم

x2
−4

x2
+x−6

÷
x2
−x−6
x2
−9

=
x2
−4

x2
+x−6

×
x2
−9

x2
−x−6

=
(x−2)(x+2)
(x−2)(x+3 )

×
(x−3)(x+3 )
(x−3)(x+2)

=
?

1

 حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.تمرین.-۵

(آ)
3 x2

+5 x+2
x+4

−
x2
−x+3
x+4

+
1−6 x−2x2

x+4
(ب)

3−2x
2x+3

−
2x+3
3−2x

+
36

4 x2
−9

(پ)
a2
+ab

a2
−b2×

b2
−a b

a2
+b2 (ت)

2 x2
+3 x+1

x2
−1

÷
4 x2

−1
2x2

−3 x+1

(ث)

x+y
x−y

+
x−y
x+y

x
y
+

y
x

(ج)

x2
+1
x

+2

x2
+

1
x
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=A عبارت گویای تمرین.-۶
x2
−1

x2
+1

 را در نظر بگیرید.

 را به دست آورید.Aدامنه ی آ)(

=A+B را طوری بیابید که Bعبارت گویای ب)(
x2
+1

x2
−1

.

A×C=x4 را طوری بیابید که Cعبارت گویای پ)(
−1.
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قدر مطلق و جزء صحیح۳

قدر مطلق.۱

آشنایی با قدر مطلق-۱
|−3|=3 |3|=3 |0|=0
|√5−2|=√5−2 |√5−3|=3−√5 |√10−π|=?

 نمایش داده می شود، برابر است با :|x| که با نماد xقدر مطلق عدد حقیقی •

|x|={ x ; x≥0
−x ; x<0

 حساب کنید.c=3 و a=√2 ،b=√3 مقدار عددی عبارت زیر را به ازای تمرین.-۲
|a−c|+|b−c|+|a+b−c|

فرمول های قدر مطلق-۳
(۱) |x|≥0
(۲) |x|=0⇔x=0
(۳) |x|=|−x|
(۴) |x−y|=|y−x|
(۵) |xy|=|x||y|

(۶) |xy||
x|
|y|

(y≠0)

(۷) |x±y|≤|x|+|y| ( نامساوی مثلث ) 
(۸) ||x|−|y||≤|x±y|≤|x|+|y|
(۹) |x|<a⇒ a<x<−a (a>0)
(۱۰) |x|>a⇒x>a یا x<−a (a>0)
(۱۱) |x|=|y|⇒x=±y
(۱۲) |x|=a⇒x=±a (a>0)

(۱۳) xn
=yn

⇒{|x|=|y| ; زوج n
x=y ; فرد n

(۱۴) xn
<yn

⇒ {|x|<|y| ; زوج n
x<y ; فرد n
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38قدر مطلق و جزء صحیح

 نامساوی مثلث تحت چه شرایطی به مساوی تبدیل می شود؟سؤال.•

جزء صحیح.۲

آشنایی با جزء صحیح-۱
[3 ]=3 [−3 ]=−3 [0 ]=0
[۳٫۷ ]=3 [−۳٫۷ ]=−4 [√10−π]=?

 نمایش داده می شود، برابر است با بزرگترین عدد صحیح کوچکتر یا مساوی[x] که با نماد xجزء صحیح عدد حقیقی •
آن.

 حساب کنید.c=3 و a=√2 ،b=√3 مقدار عددی عبارت زیر را به ازای تمرین.-۲
[a−c ]+[ b−c]+[a+b−c ]

فرمول های جزء صحیح-۳
(۱) x=n+p ,n∈ℤ, 0≤p<1⇒[x]=n
(۲) n≤x<n+1,n∈ℤ⇒[x]=n
(۳) x∈ℤ⇒[ x]=x
(۴) [x+k ]=[x ]+k (k∈ℤ)
(۵) [x+y]≥[ x]+[y]
(۶) 0≤x−[x]<1
(۷) [x]≤x<[x]+1
(۸) x−1<[x ]≤x

(۹) [x]+[−x]={ 0 ; x∈ℤ
−1 ; x∉ℤ

(۱۰) [x]+[x+
1
2
]=[2x ]

(۱۱) [x]+[x+
1
n
]+[x+

2
n
]+⋯+[x+

n−1
n
]=[n x] (n∈ℕ , n≥2)
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رادیکال۴

آشنایی با رادیکال.۱

اام n ریشییه ی r را در نظییر بگیرییید. n≥2 و عییدد طییبیعی r و aدو عییدد حقیقییی -۱  a اسییت هییر گییاه rn
=aدر اییین .

n که با نماد n به فرجه ی aصورت رادیکال 
√a: نمایش داده می شود، برابر است با 

n
√a={|r| ; زوج n

r ; فرد n
 نوشته نمی شود.۲معمول فرجه ی •

2
√a=√a

 نیز گفته می شود.a، جذر a√به •
چند مثال-۲

42 هستند، زیرا ۱۶- ریشه های دوم ۴ و ۴آ)(
.16=2(4−) و 16=

√16=? 4
43 است، زیرا ۶۴ ریشه ی سوم ۴ب)(

=64.
3
√64=? 4

.64−=3(4−)- است، زیرا ۶۴- ریشه ی سوم ۴پ)(
3
√−64=? −4

24 هستند، زیرا ۱۶- ریشه های چهارم ۲ و ۲ت)(
.16=4(2−) و 16=

4
√16=? 2

25 است، زیرا ۳۲ ریشه ی پنجم ۲ث)(
=32.

5
√32=? 2

.32−=5(2−)- است، زیرا ۳۲- ریشه ی پنجم ۲ج)(
5
√−32=? −2

r2 به طوری که r- ریشه ی دوم ندارد، زیرا وجود ندارد عدد حقیقی ۴چ)(
=−4.

√−4=?
r4 به طوری که r- ریشه ی چهارم ندارد، زیرا وجود ندارد عدد حقیقی ۱۶ح)(

=−16.
4
√−16=?
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40رادیکال

 زیر رادیکال با فرجه ی زوج نمی تواند منفی باشد.توجه.-۳

فرمول های رادیکال.۲

 را در نظر بگیرید.n و m و اعداد طبیعی b و aاعداد حقیقی •

(۱)
n
√an

={|a| ; زوج n
a ; فرد n

(۲) √x2
=|x|

(۳)
3
√x3

=x

(۴) (
n
√a )

n
=a

(۵) n
√a×n

√ b=n
√a×b

(۶)
n
√a
n
√b
=

n√ a
b
(b≠0)

(۷)
m
√ n
√a=m n

√a

(۸)
m
√a n
√b=

m n
√an b

(۹) n
√a×

m
√ b=

m n
√am

×bn

(۱۰) √a±√ b=√ a+√a2
−b

2
±√ a−√a2

−b
2

( رادیکال مرکب ) 

تذکر•
در هر یک از فرمول های بال، زیر رادیکال با فرجه ی زوج نمی تواند منفی باشد.)۱(
) دقت بیشتری باید داشت. به مثال زیر توجه کنید :۹) و (۸در استفاده از فرمول های ()۲(

3
√−4 √4=3

√(−4)×2=3
√−8=−2

6
√(−4)2×4=

6
√64=2

جمع، تفریق، ضرب و تقسیم رادیکال ها.۳

برای آشنایی با جمع، تفریق، ضرب و تقسیم رادیکال ها، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.-۱
مثال اول

2√18−3 √32+√12−√3=2√9×2−3 √16×2+√4×3−√3=? 6√2−12√2⏟+2√3−√3⏟

                                                                                        =? −6 √2+√3
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41رادیکال

مثال دوم

√8−√48+3 √32−2√98+3 √75=? 2√2−4 √3+12√2−14√2+15√3=? 11√3
مثال سوم

3
√54−√128−3

√128+5√18=3
√27×2−√64×2−3

√64×2+5√9×2
                                        =? 3 3

√2−8√2−4 3
√2+15√2=? −3

√2+7 √2
مثال چهارم

2√27×3 √12=? 6√324=6×18=108
مثال پنجم

√2×3
√2=? 6

√8×6
√4=6

√32
مثال ششم

√27 a3 b5
=√3×9×a×a2

×b×b4
=
? 3|a|b2

√3 a b
مثال هفتم

3
√−81a5 b8

=
3
√−3×27×a2

×a3
×b2

×b6
=
?
−3 a b2 3

√3 a2 b2

مثال هشتم
4
√8 3
√4 √2=

? 4
√8 3
√√32=

? 4
√8 6
√32=

? 24
√86

×32=
? 24
√223

مثال نهم
4
√4 3
√16√32=

? 4
√4 3
√64√2=

? 4√16 6
√2=

?
224
√2

مثال دهم

√11−6√2=? √11−√72=? √ 11+√121−72
2

−√ 11−√121−72
2

=
? 3−√2

مثال یازدهم
(3 √2+2√3 )(3 √2−2√3 )=? (3 √2)2−(2√3)2=? 6

مثال دوازدهم
(3+√2)3+(3−√2)3−216=? 3 (3+√2)(3−√2)(−6)=? −126

 عبارت های زیر را تا حد امکان ساده کنید.تمرین.-۲
(آ) √20−√90+√160−√180 (ب) 2 3

√189+3 3
√ 875−7 3

√56

(پ) √ 2
36
−3 √ 2

49
−6√ 2

25
(ت)

3 3
√2×2 4

√3
6
√6

(ث)
6
√a5

×
4
√a×

3
√a2 (ج) 3

√4÷5
√ 8

(چ)
5
√−2√2√2 (ح) √x

3
√x 4
√x×

4

√x√x 3
√x
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42رادیکال

(خ) (√7+√3)2+(√7−√3)2 (د) (√7+√3)2−(√7−√3 )2

(ذ) (√2−1)√3+2√2 (ر) √2+√3×√1+√√3−1×√1−√√3−1
 نشان دهید :تمرین.-۳

(آ) √6+√6+√6+√6+√⋯=3 (ب) √6√6√6 √6 √⋯=6

کردن مخرج کسرها.۴ گویا 

برای آشنایی با گویا کردن مخرج کسرها، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.-۱
مثال اول

6

√8
=

6

√8
×
√2

√2
=

6√2

√16
=

6√2
4
=

3
2 √

2

مثال دوم
6

3
√4
=

6
3
√4
×

3
√2
3
√2
=

6 3
√2

3
√8

=
6 3
√2
2
=3 3

√2

مثال سوم
6
√x
4
√x
=

6
√x
4
√x
×

4
√x3

4
√x3

=

6
√x×

4
√x3

x
=

12
√x2

×
12
√x9

x
=

12
√x11

x

مثال چهارم
6

√7+1
=

6

√7+1
×
√7−1

√7−1
=

6(√7−1)
7−1

=
6 (√7−1)

6
=√7−1

مثال پنجم
6

3
√7+1

=
6

3
√7+1

×

3
√49−3

√7+1
3
√49−3

√7+1
=

6 ( 3
√49−3

√7+1)
7−1

=
6 (3√49−3

√7+1)
6

=
3
√49−3

√7+1

 مخرج کسرهای زیر را گویا کنید.تمرین.-۲

(آ)
3

√12
(ب)

1
4
√72

(پ)
2+√x
1−√x

(ت)
8−x

3
√x+2

(ث)
1

1+√2+√3
(ج)

1

√3+ 3
√2
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43رادیکال

 عبارت های زیر را تا حد امکان ساده کنید.تمرین.-۳

(آ)
1

2+√3
+

1
2−√3

−3 (ب)
1

1+√7
+

1

√7+√13
+

1

√13+√19
+

1

√19+5
 حساب کنید.x=√2 مقدار عددی عبارت زیر را به ازای تمرین.-۴

1+x+x2
+x3

+x4
+x5

+x6
+x7

+x8
+x9

1+x

توان گویا و توان گنگ.۵

آشنایی با توان گویا-۱
برای آشنایی با توان گویا، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

52
=5

2
3
+

2
3
+

2
3
=5

2
3
×5

2
3
×5

2
3
=(5

2
3 )

3

     ⇒
?

     5
2
3
=

3
√52

=
3
√25≈۲٫۹۲۴۰۱۷۷۳۸۲

4
3
2
=√43

=√64=8

2
1
2
=√2≈۱٫۴۱۴۲۱۳۵۶۲۴

 را در نظر بگیرید.n و عدد طبیعی m، عدد صحیح aعدد حقیقی مثبت •

a
m
n
=

n
√a m

 فرمول های توان برای توان گویا نیز برقرار هستند.توجه.•
آشنایی با توان گنگ-۲
برای آشنایی با توان گنگ، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

√2≈۱٫۴=
14
10
=

7
5

     ⇒      3√2
≈3

7
5
=

5
√37

≈۴٫۶۵۵۵۳۶۷۲۱۷

√2≈۱٫۴۱=
141
100

     ⇒      3 √2
≈3

141
100
=

100
√3141

≈۴٫۷۰۶۹۶۵۰۰۱۷

3π≈۳۱٫۵۴۴۲۸۰۷۰۰۲
x از تقریییب هییای بییا دقییت هییای گونییاگون ax را در نظر بگیرید. برای محاسییبه ی x و عدد گنگ aعدد حقیقی مثبت •

استفاده می شود.
 فرمول های توان برای توان گنگ نیز برقرار هستند.توجه.•
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44رادیکال

چند مثال-۳
مثال اول

8
−

2
3
=

1

8
2
3

=
1

3
√82

=
1

3
√64

=
1
4

مثال دوم

(3√2)√
8
=3√2×√8

=3√16
=34

=81
مثال سوم

(7√6+2)√
6−2
=7(√6+2)(√6−2)

=76−4
=72

=49
مثال چهارم

(√17+4 )√3+√2
×(√17−4)

1

√3−√2
=
?
(√17+4 )√3+√2

×(√17−4)√3+√2
=
?

1√3+√2
=1

 عبارت های زیر را تا حد امکان ساده کنید.تمرین.-۴

(آ) 4096
5
6 (ب) (2√13−1)√

13+1

(پ)
5√6+1

×25√6−1

125√6 (ت) (7+4 √3 )√6
×(2−√3)√24

x√8 را طوری بیابید که x مقدار مثبت تمرین.-۵
=3.
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دستگاه محورهای مختصات و خط۵

محور اعداد حقیقی.۱

نمایش اعداد حقیقی روی محور-۱

هر محور دارای نقطه ی شروع، واحد اندازه گیری و جهت است.•
بین مجموعه ی نقاط محور اعداد حقیقی و مجموعه ی اعداد حقیقی یک تناظر یک به یک وجود دارد، به عبییارت دیگییر•

هر نقطه روی محور اعداد حقیقی نشان دهنده ی یک و فقط یک عدد حقیقی است و هر عدد حقیقی را نیییز می تییوان بییا
یک و فقط یک نقطه روی محور اعداد حقیقی نشان داد.

 را روی محور اعداد حقیقی در نظر بگیرید.B و Aدو نقطه ی -۲
 نمایش داده می شود، برابر است با :AB که با نماد ABاندازه ی جبری •

AB=xB−xA

 نمایش داده می شود، برابر است با :|AB| که با نماد ABطول پاره خط •
|AB|=|xB−xA|

 برابر است با :AB وسط پاره خط Mطول نقطه ی •

xM=
xA+xB

2
اگر تمرین.-۳  xA=1 و xB=−4 طول نقطه ی ،C را طوری بیابید که AB−2BC=3 AC.
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۰
B M A

√13
−

5
2

−5+2 √13
2
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46دستگاه محورهای مختصات و خط

دستگاه مختصات قائم دکارتی.۲

مدرج کردن صفحه-۱

دستگاه مختصات قائم دکارتی، صفحه را به چهار ناحیه تقسیم می کند.•
طول پاره خط و نقطه ی وسط پاره خط-۲

 نمایش داده می شود، برابر است با :|AB| که با نماد ABطول پاره خط •

|AB|=√(xB−xA)
2
+(yB−yA)

2

 از مبدأ مختصات برابر است با :A فاصله ی نقطه ی نتیجه.•

|OA|=√xA
2
+yA

2

 برابر است با :AB وسط پاره خط Mمختصات نقطه ی •
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A(1,3 )

B(3 ,1)C(1,0)

D(0,1)

E (−2,2)

F (−2,−2) G(2,−2)

H(−4 ,0)

I (0,−3 )

ناحیه ی دومناحیه ی اول
x>0x<0
y>0y>0

ناحیه ی سومناحیه ی چهارم
x>0x<0
y<0y<0

B

M

AA

B
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47دستگاه محورهای مختصات و خط

M|xM=
xA+xB

2

yM=
yA+yB

2
A(2,−1) ،B(−1,3 با سه راس ABC مثلث مثال.-۳  را در نظر بگیرید.(2,2−) و (

مثلث را رسم کنید.آ)(
محیط مثلث را به دست آورید.ب)(
نوع مثلث را مشخص کنید.پ)(

حل.
آ)(

ب)(

|AB|=√(−1−2)2+(3−(−1))2=√(−3)2+(4 )2=√9+16=√25=5

|AC|=
? 5

|BC|=
?
√2

2√+10=2√+5+5=محیط مثلث
مثلث متساوی الساقین است.پ)(

B(2 و A(8,6) با دو راس مقابل ABCD مربع تمرین.-۴  را در نظر بگیرید.(2−,
مختصات مرکز مربع را به دست آورید.آ)(
مساحت مربع را به دست آورید.ب)(
محیط مربع را به دست آورید.پ)(
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48دستگاه محورهای مختصات و خط

مرکز ثقل مثلث-۵

، مرکز ثقل آن گفته می شود و مختصات آن برابر است با :ABCبه نقطه ی همرسی میانه های مثلث •

G|xM=
xA+xB+xC

3

yM=
yA+yB+yC

3
 درباره ی مرکز ثقل مثلث و کاربردهای آن چه می دانید؟سؤال.•
A(2,−1) ،B(−1,3 با سه راس ABC مختصات مرکز ثقل مثلث تمرین.-۶  را به دست آورید.(2,2−) و (
رابطه ی بین راس های متوازی الضلع-۷

، رابطه ی زیر برقرار است :ABCDبین راس های متوازی الضلع •

{xA+xC=xB+xD

yA+yC=yB+yD

3)، (1−,1) نقاط تمرین.-۸ 2,4) و (2,  سه راس یک متوازی الضلع هسییتند. مختصییات راس چهییارم آن را بییه(
دست آورید. چند حالت وجود دارد؟ چرا؟
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49دستگاه محورهای مختصات و خط

دو فرمول جالب برای مساحت مثلث-۹

•S=
1
2|

xA(yB−yC)+xB(yC−yA)+xC(yA−yB)|

•S=√ p(p−a)(p−b)(p−c)

=pکه در آن 
a+b+c

2
.

A(2,−1) ،B(−1,3 با سه راس ABC مساحت مثلث تمرین.-۱۰  را به دست آورید.(2,2−) و (
 چقدر است؟۶ و ۵، ۳ با سه ضلع به اندازه های ABC مساحت مثلث تمرین.-۱۱

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

A

B

C
a

b
c

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


50دستگاه محورهای مختصات و خط

آشنایی با خط.۳

معادله ی خط-۱
معادله ی خط به یکی از فرم های زیر نوشته می شود.•

فرم استاندارد)۱(
y=a x+b

فرم کلی)۲(
a x+b y=c یا           a x+b y+c=0

6 معادله ی خط تمرین.-۲ x+15 y=21.را به فرم استاندارد بنویسید 
نمودار خط-۳

برای رسم نمودار خط کافی است دو نقطه ی آن را به دست آورده، به هم وصل کرده و از دو طرف امتداد دهیم.•
 ها، طول از مبدأ گفته می شود.xبه طول نقطه ی تلقی خط با محور •
 ها، عرض از مبدأ گفته می شود.yبه عرض نقطه ی تلقی خط با محور •
 نمودار خط های زیر را رسم کنید.تمرین.-۴

(آ) y=−2x+3 (ب) y=
1
2

x+
2
3

(پ) 2x−3 y=6 (ت)
x
2
+

y
3
=1

(ث) 3 x−4=8 (ج) 11=2y+3
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حالت های خاص خط-۵

خطوط افقی نیمساز ناحیه ی اول و سوم خطوط عمودی

محور طول ها نیمساز ناحیه ی سوم و چهارم محور عرض ها
A(3 را طوری بیابید که نقطه ی k مقدار تمرین.-۶ k−6,k+2)،

روی محور طول ها باشد.آ)(
روی محور عرض ها باشد.ب)(
روی نیمساز ناحیه ی اول و سوم باشد.پ)(
روی نیمساز ناحیه ی دوم و چهارم باشد.ت)(
7روی خط به معادله ی ث)( x−5y=12.باشد 

,2−) از نقطه ی kx+(1−k)y=2 را طوری بیابید که خط به معادله ی k مقدار تمرین.-۷  بگذرد.(1
 نمودار معادله های زیر را رسم کنید.تمرین.-۸

(آ) 3 x y−y2
=2y (ب) 2x y+x2

=x
(پ) (x−2 y)2=9 (ت) |x+y|=2
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شیب خط.۴

آشنایی با شیب خط-۱

 برابر است با :B و Aشیب خط گذرنده از دو نقطه ی •

m=
yB−yA

xB−xA

y=aاگر معادله ی خط به فرم استاندارد • x+b: باشد، آن گاه شیب آن برابر است با 
m=a

aاگر معادله ی خط به فرم کلی • x+b y=c: باشد، آن گاه شیب آن برابر است با 

m=−
a
b

B(k+1,3 و A(2,1−k) را طوری بیابید که شیب خط گذرنده از دو نقطه ی k مقدار تمرین.-۲  برابر (
3
4

 باشد.

k2) را طوری بیابید که شیب خط به معادله ی k مقادیر تمرین.-۳
−3 )x+(1−k) x=5 باشد.۱ برابر 

حالت های مختلف شیب خط-۴
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.mAB=mBC بر روی یک خط راست قرار دارند هر گاه C و A ،Bسه نقطه ی -۵

C(4 و A(1,−1) ،B(2,2) نشان دهید سه نقطه ی تمرین.-۶ ,  بر روی یک خط راست قرار دارند.(8
خط های موازی و خط های عمود بر هم-۷

L و Lدو خط • m=m با هم موازی هستند هر گاه شیب آنها با هم برابر باشد، یعنی ' '.

L و Lدو خط • m عمود بر هم هستند هر گاه شیب آنها برعکس و قرینه ی هم باشد، یعنی ' '=−
1
m

.

−=y را طوری بیابید که دو خط k مقدار تمرین.-۸
2
3

x+4 و (k−1)x+(k+1)y=2.موازی هم باشند 

k− را طوری بیابید که خط k مقدار تمرین.-۹ x+(3 k−2)y=8.بر نیمساز ناحیه ی دوم و چهارم عمود باشد 
A(3,1) ،B(−3 نشان دهید سه نقطه ی تمرین.-۱۰ ,−3  راس های یک مثلث قائم الزاویه هستند.C(−5,0) و (
وضعیت دو خط نسبت به هم-۱۱
aدو خط • x+b y=c و a ' x+b ' y=c '،

با هم موازی هستند هر گاه )۱(
a
a '
=

b
b '

.

منطبق بر هم هستند هر گاه )۲(
a
a '
=

b
b '
=

c
c '

.

با هم متقاطع هستند هر گاه )۳(
a
a '
≠

b
b '

.
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54دستگاه محورهای مختصات و خط

عمود بر هم هستند هر گاه )۴(
a
a '
=−

b '
b

.

 در هر یک از قسمت های زیر، دو خط داده شده نسبت به هم چه وضعیتی را دارند؟تمرین.-۱۲

(آ) {4 x+6y=3
6x+9y=5

(ب) {6x+9y=11
3 x−2y=7

2x+3 را طوری بیابید که دو خط b و a مقادیر تمرین.-۱۳ y=5 و (a+b)x+2 by=10.منطبق بر هم شوند 
y=2، سه خط k به ازای کدام مقدار تمرین.-۱۴ x−3 ،3 x+2y=1 3) و k−2) x+(2k+3)y=5از یک نقطه 

می گذرند؟
11)، خط هییای k به ازای همه ی مقادیر حقیقی تمرین.-۱۵ k−6)x+(5−9 k)y+5k−3=0از یییک نقطییه ی ثییابت 

می گذرند. مختصات آن نقطه را بیابید.

روش محاسبه ی معادله ی خط.۵

 برابر است با :A و گذرنده از نقطه ی mمعادله ی خط با شیب -۱
y−yA=m (x−xA)

چند مثال-۲
مثال اول

 را بیابید.A(3,1) و گذرنده از نقطه ی ۲معادله ی خط با شیب 
حل.

y−1=2(x−3)⇒y−1=2 x−6⇒y=2x−6+1⇒y=2x−5
مثال دوم

B(2 و A(5,1)معادله ی خط گذرنده از دو نقطه ی   را بیابید.(1−,
حل.

m=
? 1−(−1)

5−2
=

2
3

y−1=
2
3
(x−5)⇒3 (y−1)=2 (x−5)⇒3 y−3=2x−10⇒2x−3 y=7

مثال سوم
 موازی باشد.2x+y=3 گذشته و با خط A(3,−2)معادله ی خطی را بیابید که از نقطه ی 

حل.

m=
?
−

2
1
=−2

y−(−2)=−2 (x−3 )⇒y+2=−2x+6⇒y=−2 x+4
این مثال را به روش زیر نیز می توان حل کرد.
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55دستگاه محورهای مختصات و خط

2x+y=? 2(3 )+(−2)=4⇒2 x+y=4⇒y=−2x+4
مثال چهارم

−=y قطع کرده و بر خط ۵ ها را در نقطه ای به عرض yمعادله ی خطی را بیابید که محور 
3
4

x+17.عمود باشد 

حل.

A(0,5) m=
? 4

3

y−5=
4
3
(x−0)⇒y=

4
3

x+5

 گذشته و با نیمساز ناحیه ی اول و سوم موازی باشد.A(5,8) معادله ی خطی را بیابید که از نقطه ی تمرین.-۳
2x−3 معادله ی خطی را بیابید که بر خیط تمرین.-۴ y=5 د و خیط -۲ را در نقطه ای بیه طیول y=x+4 عمیود باش

قطع کند.
 عمود باشد.y=5 گذشته و بر خط A(10,20) معادله ی خطی را بیابید که از نقطه ی تمرین.-۵
x+(a+2(2a−b) را طیوری بیابیید کیه خیط b و a مقادیر تمرین.-۶ b−4 )y−a−3 b−1=0 میوازی محیور yهیا 

 قطع کند.۲ ها را در نقطه ای به طول xباشد و محور 
L و L با توجه به شکل زیر، معادله ی دو خط تمرین.-۷  را بیابید.'

 برابر است با :b و عرض از مبدأ a نشان دهید معادله ی خط با طول از مبدأ تمرین.-۸
x
a
+

y
b
=1

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

L

L '

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


56دستگاه محورهای مختصات و خط

فاصله ی نقطه از خط.۶

آشنایی با فاصله ی نقطه از خط-۱

a از خط Aفاصله ی نقطه ی • x+b y+c=0: برابر است با 

d=
|a xA+b yA+c|

√a2
+b2

a فاصله ی مبدأ مختصات از خط نتیجه.• x+b y+c=0: برابر است با 

d= |c|

√a2
+b2

A فاصله ی نقطه ی مثال.-۲ 6 را از خط (2,1) x−8 y=19.به دست آورید 
حل.

6 x−8 y=19⇒6 x−8y−19=0

d=|
6(2)−8(1)−19|

√(6)2+(−8)2
=
|−15|
√100

=
15
10
=

3
2

A(4,7 نقطه ی تمرین.-۳ 3 یک راس مربعی است که یک ضلع آن بر روی خییط ( x+4 y=20قییرار دارد. محیییط و 
مساحت آن را به دست آورید.

A دو نقطه ی تمرین.-۴ (1,−3  را در نظر بگیرید. فاصله ی مبدأ مختصییات از عمییود منصییف پییاره خییطB(5,5) و (
ABچقدر است؟ 
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فاصله ی بین دو خط موازی.۷

آشنایی با فاصله ی بین دو خط موازی-۱

aفاصله ی بین دو خط موازی • x+b y+c=0 و a x+b y+c  برابر است با :0='

d= |c−c '|

√a2
+b2

4 فاصله ی بین دو خط موازی مثال.-۲ x−2y=1 6 و x−3 y+1=0.را به دست آورید 
حل.

4 x−2y=1⇒
?

2 x−y−
1
2
=0 6 x−3 y+1=0⇒

?
2x−y+

1
3
=0

d=
|−1

2
−

1
3|

√(2)2+(−1)2
=

5
6

√5
=
√5
6

3 را طوری بیابید که فاصله ی بین دو خط موازی k مقادیر تمرین.-۳ x+4 y=2 6 و x+8y=k شود.۱ برابر 
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تقارن.۸

تقارن نسبت به نقطه-۱
xA−) نسبت به مبدأ مختصات برابر است با نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۱( ,−yA).
,2xM−xA) برابر است با نقطه ی M نسبت به نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۲( 2yM−yA).

تقارن نسبت به خط-۲
xA) نسبت به محور طول ها برابر است با نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۱( ,−yA).
xA−) نسبت به محور عرض ها برابر است با نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۲( , yA).
yA) نسبت به نیمساز ناحیه ی اول و سوم برابر است با نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۳( , xA).
yA−) نسبت به نیمساز ناحیه ی دوم و چهارم برابر است با نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی )۴( ,−xA).
,2a−xA) برابر است با نقطه ی x=a نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی )۵( yA).
xA) برابر است با نقطه ی y=b نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی )۶( , 2b−yA).
y=m نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی )۷( x+bبرابر است با نقطه ی 

 ((1−m 2
)xA+2 m(yA−b)

m2
+1

,
2m xA+(m

2
−1)yA+2 b

m2
+1 ) .

تمرین-۳
A(−2,3نقطه ی •  را در نظر بگیرید.(

 را نسبت به مبدأ مختصات به دست آورید.Aقرینه ی نقطه ی آ)(
M را نسبت به نقطه ی Aقرینه ی نقطه ی ب)(  به دست آورید.(2,1)
 را نسبت به محور طول ها به دست آورید.Aقرینه ی نقطه ی پ)(
 را نسبت به محور عرض ها به دست آورید.Aقرینه ی نقطه ی ت)(
 را نسبت به نیمساز ناحیه ی اول و سوم به دست آورید.Aقرینه ی نقطه ی ث)(
 را نسبت به نیمساز ناحیه ی دوم و چهارم به دست آورید.Aقرینه ی نقطه ی ج)(
 به دست آورید.x=2 را نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی چ)(
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59دستگاه محورهای مختصات و خط

 به دست آورید.y=2 را نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی ح)(
y=3 را نسبت به خط Aقرینه ی نقطه ی خ)( x+2.به دست آورید 

انتقال محورهای مختصات.۹

آشنایی با انتقال محورهای مختصات-۱

A(xنقطه ی • ,y) را در دستگاه مختصات xoyدر نظر بگیرید. محورهای مختصات را بییه مییوازات خییود بییه گییونه ای 
O'(αانتقال می دهیم که مبدأ مختصات به نقطه ی  ,β) اگر A منتقل شود.  (x ' , y  مختصات این نقطه در دسییتگاه('

xمختصات جدید  ' o ' y  باشد، آن گاه :'

{x '=x−α
y '=y−β

 وxoy را ابتییدا در دسییتگاه مختصییات L2 و L1 و معییادله ی دو خییط A در شکل بییال، مختصییات نقطییه ی تمرین.-۲
xسپس در دستگاه مختصات  ' o ' y  به دست آورید.'

11مثال. خط -۳ x−7 y=10را در نظر بگیرید. محورهای مختصات را به موازات خود بییه گییونه ای انتقییال می دهیییم کیه 
 منتقل شود. معادله ی خط را در دستگاه مختصات جدید به دست آورید.O'(1,2)مبدأ مختصات به نقطه ی 

حل.
x '=x−1⇒x=x '+1
y '=y−2⇒y=y '+2
11x−7 y=10⇒11(x '+1)−7 (y '+2)=10⇒11 x '+11−7 y '−14=10⇒11x '−7 y '=13

4 خط تمرین.-۴ x+6y=7را در نظر بگیرید. محورهای مختصات را به موازات خود به گونه ای انتقال می دهیم که مبدأ 
 منتقل شود. معادله ی خط را در دستگاه مختصات جدید به دست آورید.O'(3,−2)مختصات به نقطه ی 
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معادله و نامعادله۶

آشنایی با معادله.۱

به معادله ی زیر توجه کنید :-۱
x3
−3 x2

−4 x+12=0
x=2⇒(2)3−3 (2)2−4 (2)+12=8−12−8+12=0

 یک جواب این معادله گفته می شود. آیا این معادله جواب های دیگری هم دارد؟x=2به •
به جواب معادله، معمول ریشه گفته می شود.•
 معادله ی زیر را در نظر بگیرید.تمرین.-۲

x+√22−x=2
 یک ریشه ی این معادله است؟ چرا؟x=−3آیا آ)(
 یک ریشه ی این معادله است؟ چرا؟x=6آیا ب)(

معادله ی درجه ی اول.۲

آشنایی با معادله ی درجه ی اول-۱
a x+b=0 (a≠0)

حل معادله ی درجه ی اول-۲

a x+b=0⇒ a x=−b⇒x=−
b
a

چند مثال-۳
مثال اول

2(x+2)+3 (2 x−1)=17⇒2x+4+6 x−3=17⇒8 x=16⇒x=
16
8
=2

مثال دوم
x+1

4
−

x−1
6
=

x−4
3

⇒
?

12( x+1
4
−

x−1
6
=

x−4
3 )

⇒3 (x+1)−2 (x−1)=4 (x−4)⇒3 x+3−2x+2=4 x−16⇒−3 x=−21⇒x=
−21
−7

=3
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مثال سوم

(x+4 )(x−2)−(x−3 )(x+3 )=1⇒
?

x2
+2 x−8−x2

+9=1⇒2x=0⇒x=
0
2
=0

 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۴

(آ)
3 x+4

5
+

x+8
10

=
11 x+23

15
(ب)

x+1
3
−

1−x
4
=

x+2
5

(پ) (2x+3 )(3 x−2)−6 x(x+1)+x=6 (ت) (x+1)(x−2)−(x+2)(x−3 )=4
 است. این عددها را پیدا کنید.۱۲۵ مجموع پنج عدد طبیعی فرد متوالی برابر تمرین.-۵
 تومان۵۰۰۰۰۰ تومان بفروشد، ۴۵۰۰۰ یک فروشنده تعدادی کیف یکسان دارد. اگر هر کدام از آنها را به قیمت تمرین.-۶

 تومان سود می کند. تعییداد کیییف هییا و۱۰۰۰۰۰۰ تومان بفروشد، ۶۰۰۰۰ضرر می کند و اگر هر کدام از آنها را به قیمت 
قیمت خرید هر کیف چقدر است؟

دستگاه دو معادله ی دو مجهولی خطی.۳

آشنایی با دستگاه دو معادله ی دو مجهولی خطی-۱

{a x+by=c
a ' x+b ' y=c '

روش حذفی-۲
برای آشنایی با روش حذفی، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

{3 x+2 y=21
2x−3 y=1

⇒
3
2 {3 x+2y=21

2 x−3 y=1
⇒{9x+6 y=63

4 x−6 y=2

                                              ⇒
?

13 x=65⇒x=5     ⇒
?

     15+2y=21⇒2 y=6⇒y=3
 دستگاه های زیر را به روش حذفی حل کنید.تمرین.-۳

(آ) {5 x+3 y=6
4 x−2y=7

(ب) {17 x+15 y=2
13 x−7 y=20

روش جای گذاری-۴
برای آشنایی با روش جای گذاری، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

{x+2 y=85
5x−3 y=9

⇒
?

x=85−2y⇒
?

425−10y−3 y=9⇒13 y=416⇒y=32⇒x=85−64=21

 دستگاه های زیر را به روش جای گذاری حل کنید.تمرین.-۵

(آ) {3 x−y=40
2x+3 y=67

(ب) {2x−3 y=5
3 x+2 y=1
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 دستگاه زیر را حل کنید.تمرین.-۶

{
3

x−2
−

2
x+1

=4

2
x−2

+
1

x+1
=19

 سانتی مییتر باشیید، مسییاحت آن۴۸ سانتی متر کمتر است. اگر محیط آن ۳ طول مستطیلی از دو برابر عرض آن تمرین.-۷
چند سانتی متر مربع است؟

تعداد جواب های دستگاه دو معادله ی دو مجهولی خطی-۸

a}دستگاه • x+by=c
a ' x+b ' y=c '

،

فقط یک جواب دارد هر گاه )۱(
a
a '
≠

b
b '

.

جواب ندارد هر گاه )۲(
a
a '
=

b
b '
≠

c
c '

.

بی شمار جواب دارد هر گاه )۳(
a
a '
=

b
b '
=

c
c '

.

 تعداد جواب های دستگاه های زیر را به دست آورید.تمرین.-۹

(آ) {27 x+39y=125
32x−43 y=200

(ب) {108 x−162y=220
−64 x+96 y=−120

 را طوری بیابید که دستگاه زیر بی شمار جواب داشته باشد.b و a مقادیر تمرین.-۱۰

{(a+b)x+2a y=3
2 bx+(a−2 b−3 )y=12

دستگاه سه معادله ی سه مجهولی خطی.۴

آشنایی با دستگاه سه معادله ی سه مجهولی خطی-۱

{
a x+by+cz=d
a ' x+b ' y+c ' z=d '
a ' ' x+b '' y+c '' z=d ''
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 دستگاه های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ) {
x+2 y+3 z=2
2x+3 y+z=1
3 x+y+2z=9

(ب) {
x+y+z=6
x−y+z=4
x+y−z=2

 دستگاه زیر را حل کنید.تمرین.-۳

{
x+y+z=1
x2
+y2

+z2
=1

x3
+y3

+z3
=1

معادله ی درجه ی دوم.۵

آشنایی با معادله ی درجه ی دوم-۱
a x2

+b x+c=0 (a≠0)
در حالت های زیر، معادله ی درجه ی دوم ناقص است.•

a x2
+b x=0

a x2
+c=0

a x2
=0

حل معادله ی درجه ی دوم به روش تجزیه-۲
برای آشنایی با حل معادله ی درجه ی دوم به روش تجزیه، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول

4 x2
−6 x=0⇒x(4 x−6)=0⇒ {

x=0

4 x−6=0⇒4 x=6⇒x=
6
4
=

3
2

مثال دوم

4 x2
−9=0⇒(2x−3 )(2x+3)=0⇒{2x−3=0⇒2x=3⇒x=

3
2

2x+3=0⇒2x=−3⇒x=−
3
2

این معادله را به روش زیر نیز می توان حل کرد.

4 x2
−9=0⇒4 x2

=9⇒x2
=

9
4
⇒
?

x=±
3
2
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مثال سوم

x2
+3 x−180=0⇒(x+15)(x−12)=0⇒{x+15=0⇒x=−15

x−12=0⇒x=12
مثال چهارم

3 x2
+7 x+4=0⇒

?
(3 x)2+7(3 x )+12=0⇒(3 x+3 )(3 x+4)=0⇒{

3 x+3=0⇒x=−1

3 x+4=0⇒x=−
4
3

مثال پنجم

25 x2
+30x+9=0⇒(5 x+3 )2=0⇒5x+3=0⇒5x=−3⇒x=−

3
5

 معادله های زیر را به روش تجزیه حل کنید.تمرین.-۳
(آ) x2

+6 x−55=0 (ب) 4 x2
+9=0

(پ) 9x2
+15x−14=0 (ت) 3 x2

−8x+5=0
(ث) (x2

−5 x)2−2(x2
−5x )−24=0 (ج) (3 x−2)3+(2x+1)3+(1−5 x)3=0

 را طوری بیابید که معادله ی زیر دو ریشه ی قرینه ی هم داشته باشد. سییپس ریشییه های آن را بییه دسییتk مقدار تمرین.-۴
آورید.

(k+1)x2
−(6−3 k )x−12 k=0

 را طوری بیابید که یکی از ریشه های معادله ی زیر برابر صفر باشد. سپس ریشه ی دیگر آن را به دسییتk مقدار تمرین.-۵
آورید.

kx2
+(1−k)x+2k−3=0

حل معادله ی درجه ی دوم به روش مربع کامل-۶
برای آشنایی با حل معادله ی درجه ی دوم به روش مربع کامل، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول

x2
+6 x−16=0⇒x2

+6 x=16⇒x2
+6 x+9=16+9⇒

?
(x+3 )2=25

                                                                          ⇒x+3=±5⇒{x+3=5⇒x=2
x+3=−5⇒x=−8

مثال دوم

x2
+3 x+2=0⇒x2

+3 x=−2⇒x2
+3 x+

9
4
=−2+

9
4
⇒
?
(x+

3
2
)

2

=
1
4
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                                                                           ⇒x+
3
2
=±

1
2
⇒ {x+

3
2
=

1
2
⇒x=−1

x+
3
2
=−

1
2
⇒x=−2

مثال سوم

−4 x2
+8x=3⇒x2

−2 x=−
3
4
⇒x2

−2x+1=−
3
4
+1⇒

?
(x−1)2=

1
4

                                                                             ⇒x−1=±
1
2
⇒ {x−1=

1
2
⇒x=

3
2

x−1=−
1
2
⇒x=

1
2

 معادله های زیر را به روش مربع کامل حل کنید.تمرین.-۷
(آ) x2

−8x−9=0 (ب) x2
+4 x+2=0

(پ) 3 x2
+5x+2=0 (ت) x (5−2x)=2

حل معادله ی درجه ی دوم به روش دلتا-۸
a x2

+b x+c=0 (a≠0) Δ=b2
−4 a c

⇒x2
+

b
a

x+
c
a
=0⇒x2

+
b
a

x=−
c
a
⇒x2

+
b
a

x+
b2

4 a2=
b2

4 a2−
c
a
⇒(x+

b
2a )

2

=
b2
−4 a c
4 a2 = Δ

4 a2

، معادله دارای دو ریشه ی حقیقی متمایز زیر است :Δ>0 حالت اول.•

x1=
−b+√Δ

2a
x2=

−b−√Δ
2a

، معادله دارای ریشه ی مضاعف زیر است :Δ=0 حالت دوم.•

x1=x2=−
b

2a
، معادله ریشه ی حقیقی ندارد.Δ<0 حالت سوم.•
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چند مثال-۹
مثال اول

3 x2
+5x−2=0

Δ=(5)2−4 (3 )(−2)=25+24=49⇒ {x1=
−5+√49

6
=
−5+7

6
=

2
6
=

1
3

x2=
−5−√49

6
=
−5−7

6
=
−12

6
=−2

مثال دوم
9x2

−6 x+1=0

Δ=(−6)2−4 (9)(1)=36−36=0⇒x1=x2=−
−6
18
=

6
18
=

1
3

مثال سوم
3 x2

+2 x+1=0
Δ=(2)2−4 (3 )(1)=4−12=−8⇒ معادله ریشه ی حقیقی ندارد.

مثال چهارم
x2
+4 x+2=0

Δ=(4 )2−4 (1)(2)=16−18⇒ {x1=
−4+√8

2
=
−4+2√2

2
=−2+√2

x2=
−4−√8

2
=
−4−2√2

2
=−2−√2

 معادله های زیر را به روش دلتا حل کنید.تمرین.-۱۰
(آ) 3 x2

+5x−12=0 (ب) x2
−8x−48=0

(پ) 49x2
+42 x+9=0 (ت) 31 x2

−29 x+7=0
x2(k+2) را طوری بیابید که یکی از ریشه های معادله ی k مقدار تمرین.-۱۱

−4 k x−k−3=0 باشیید، سییپس۲ برابر 
ریشه ی دیگر آن را به دست آورید.

kx2 را طوری بیابید که معادله ی k مقدار تمرین.-۱۲
−2 (k−1)x+k=0ریشه ی مضاعف داشته باشد، سپس ریشه ی 

مضاعف آن را به دست آورید.
x2 را طوری بیابید که معادله ی k مقادیر تمرین.-۱۳

+2x+3−k=0.دو ریشه ی حقیقی متمایز داشته باشد 
3 را طوری بیابید که معادله ی k مقادیر تمرین.-۱۴ x2

+(k+1) x+3=0.ریشه ی حقیقی نداشته باشد 
 بحث کنید.c و a ،b در تعداد جواب های معادله ی درجه ی دوم زیر بر حسب مقادیر تمرین.-۱۵

(x−a )(x−b)+(x−b)(x−c )+(x−c)(x−a )=0
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دو حالت خاص معادله ی درجه ی دوم-۱۶

(۱) a+b+c=0⇒ {
x1=1

x2=
c
a

(۲) a+c=b⇒{
x1=−1

x2=−
c
a

 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۱۷
(آ) 31 x2

−23 x−8=0 (ب) 23 x2
+50x+29=0

(پ)
1
2

x2
+

5
6

x+
1
3
=0 (ت) (√2+1)x2

+(√2−1)x−2√2=0

2k را طوری بیابید که یکی از ریشه های معادله ی k مقدار تمرین.-۱۸ x2
+(k+2)x+k−4=0 باشد، سییپس۱ برابر -

ریشه ی دیگر آن را به دست آورید.
اگییر مسییاحت آن ۳ طول مستطیلی از دو برابر عرض آن تمرین.-۱۹  سییانتی مییتر مربییع باشیید،۱۳۵ سانتی متر کمییتر اسییت. 

محیط آن چند سانتی متر است؟
 را به دست آورید.x در مثلث قائم الزاویه ی زیر، مقدار تمرین.-۲۰

حل معادله ی درجه ی دوم به روش خوارزمی-۲۱
برای آشنایی با حل معادله ی درجه ی دوم به روش خوارزمی، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

x2
+2x−15=0

2
2
=1

=مساحت مربع بزرگ
?

x2
+2x+1=

?
15+1=16⇒

?
x+1=4⇒x=3

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

3 x−1

x+1 2x

x

x

1
1

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


69معادله و نامعادله

به روش خوارزمی، فقط ریشه ی مثبت معادله به دست می آید.•
 معادله های زیر را به روش خوارزمی حل کنید.تمرین.-۲۲

(آ) x2
+6 x−16=0 (ب) x2

+5x−14=0

روابط بین ریشه های معادله ی درجه ی دوم.۶

a ریشه های معادله ی درجه ی دوم β و αاگر -۱ x2
+b x+c=0: باشند، آن گاه 

(۱) S=α+β=−
b
a

(۲) P=αβ=
c
a

(۳) |α−β|=√Δ

|a|
(۴) α

2
+β

2
=S2

−2P
(۵) α

3
+β

3
=S3

−3 P S
(۶) √α±√β=√S±2 √P

2x2 ریشه های معادله ی β و α تمرین.-۲
−4 x+1=0.می باشند. مقدارهای زیر را حساب کنید 

(آ) α

β+2
+

β

α+2 (ب) α
2
(α+2)+β2

(β+2)

(پ) α
4
+β

4 (ت) α
6
+β

6

(ث) √α−√β (ج) 4
√α+

4
√β

4 را طوری بیابید که یکی از ریشه های معادله ی k مقدار تمرین.-۳ x2
−16 x+k+5=0سه واحد از ریشه ی دیگییر آن 

بیشتر باشد.
x2 را طوری بیابید که یکی از ریشه های معادله ی k مقدار تمرین.-۴

−(k+2)x+15=0دو واحد از ریشه ی دیگییر آن 
کمتر باشد.

 می باشند، برابر است با :β و αمعادله ی درجه ی دومی که ریشه های آن -۵
x2
−S x+P=0

 باشند.۴- و ۶ معادله ی درجه ی دومی بنویسید که ریشه های آن تمرین.-۶

 معادله ی درجه ی دومی بنویسید که ریشه های آن تمرین.-۷
2
3

 و 
9
2

 باشند.

 باشند.2√2−3 و 2√2+3 معادله ی درجه ی دومی بنویسید که ریشه های آن تمرین.-۸
 معادله ی درجه ی دومی بنویسید که ریشه های آن سه واحد کمتر از دو برابر ریشه های معادله ی زیر باشند.تمرین.-۹

x2
+x+2=0
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معادله ی قابل تبدیل به معادله ی درجه ی دوم.۷

برای آشنایی با معادله ی قابل تبدیل به معادله ی درجه ی دوم، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.-۱
x+√x=2

√x=t⇒ t 2
+ t=2⇒ t2

+t−2=0⇒(t+2)(t−1)=0{t+2=0⇒ t=−2⇒√x=−2 قق غ
t−1=0⇒ t=1⇒√x=1⇒x=1

 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲
(آ) (2x−1)4−10(2x−1)2+9=0 (ب) √2x−1+2x−21=0

معادله ی درجه ی سوم.۸

آشنایی با معادله ی درجه ی سوم-۱
a x3

+bx2
+cx+d=0 (a≠0)

حل معادله ی درجه ی سوم در حالت کلی پیچیده و نیازمند استفاده از اعداد مختلط است. با اعییداد مختلییط در دانشییگاه•
آشنا خواهید شد.

مثال-۲
x3
−3 x2

−4 x+12=0
x3
−3 x2

−4 x+12=x3
−2 x2

−x2
+2 x−6 x+12=x2

(x−2)−x (x−2)−6(x−2)

                           =(x−2)(x2
−x−6)=(x−2)(x+2)(x−3 )=0⇒ {

x−2=0⇒x=2
x+2=0⇒x=−2
x−3=0⇒x=3

 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۳
(آ) x3

−5x2
+3 x−15=0 (ب) x3

−5x+12=0
(پ) 2x3

−5x2
−4 x+3=0 (ت) 2x3

−5x+3=0
(ث) x3

+2 x+3=0 (ج) x3
+3 x+2=0
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معادله ی گویا.۹

آشنایی با معادله ی گویا-۱
برای آشنایی با معادله ی گویا، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

x+1
x−1

+
3

x+1
=

4
x2
−1

⇒(x−1)(x+1)(
x+1
x−1

+
3

x+1
=

4
x2
−1)

⇒(x+1)2+3 (x−1)=4⇒
?

x2
+5x−6=0⇒(x−1)(x+6)=0⇒ {x−1=0⇒x=1 غ ق ق

x+6=0⇒x=−6 ق ق
جواب های به دست آمده از حل معادله ی گویا در صورتی قابل قبول هستند که هیچ یک از مخرج ها را صفر نکنند.•
 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ)
x+1

x2
+x−2

−
x−3
x+2

=
x

x−1
(ب)

x+3
x−3

+
x−3
x+3

=
20

x2
−9

(پ)
x2
+3

x2
−x

−
12

x2
+x
=

x−11
1−x2 (ت)

x+2
x−3

+
4
x
=x+3

معادله ی گنگ.۱۰

آشنایی با معادله ی گنگ-۱
برای آشنایی با معادله ی گنگ، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

√x+1+1=x⇒√x+1=x−1⇒
?

x+1=x2
−2 x+1⇒3 x−x2

=0⇒x (3−x)=0⇒ {x=0 غ ق ق
x=3 ق ق

جواب های به دست آمده از حل معادله ی گنگ در صورتی قابل قبول هستند که در معادله صدق کنند.•
 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ) 2x+√8−x=1 (ب) √x+1−2=√x−7
(پ) √x+5+√2−x=1 (ت) √x+√1−x+√1+x=2

معادله ی شامل قدر مطلق.۱۱

آشنایی با معادله ی شامل قدر مطلق-۱
برای آشنایی با معادله ی شامل قدر مطلق، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

||x−1|−2|=3⇒
?
|x−1|−2=±3⇒ {|x−1|−2=3⇒|x−1|=5⇒x−1=±5⇒{x−1=5⇒x=6

x−1=−5⇒x=−4
|x−1|−2=−3⇒|x−1|=−1 غ ق ق
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 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲
(آ) x2

−5|x|+6=0 (ب) |x2
−1|+|x3

−1|+|x2
+x−2|=0

(پ) |x−2|+|x−5|=|2x−7| (ت) |x−2|+|5−2 x|+|4+x|=6

معادله ی شامل جزء صحیح.۱۲

آشنایی با معادله ی شامل جزء صحیح-۱
برای آشنایی با معادله ی شامل جزء صحیح، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

2[x ]+[3−x ]=5⇒
?
[x ]+[x]+3+[−x]=5⇒{x∈ℤ⇒

?
x=2

x∉ℤ⇒
?
[x]=3⇒

?
3<x<4

                                                           ⇒ 3)∪{2}=مجموعه ی جواب معادله ,4)
 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ) [x]2−6 [x ]=72 (ب) x+[x ]=x [x]

(پ) x−[x]=
1
2 (ت) [x2 ]=[x]2

نامساوی.۱۳

آشنایی با نامساوی-۱
6<9 −6>−7 8≥5 5≤5
2
3
<

4
5

19
7
>√7 π<√10 320

>230

چند ویژگی نامساوی-۲
(۱) a>b⇒ a+c>b+c
(۲) a>b , c>d⇒a+c>b+d
(۳) a>b , c>0⇒ a c>bc
(۴) a>b , c<0⇒ a c<bc

چند نامساوی جالب-۳

(۱) a+
1
a
≥2 (a>0)

(۲) a+
1
a
≤−2 (a<0)

(۳) √a b≤
a+b

2
(a ,b>0)
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(۴) n
√a1a2…an≤

a1+a2+⋯+a n

n
(a1, a2,…, an>0)

) را ثابت کنید.۳) و (۲)، (۱ نامساوی های (تمرین.•
 این نامساوی ها تحت چه شرایطی به مساوی تبدیل می شوند؟سؤال.•

بازه.۱۴

آشنایی با بازه-۱
[a ,b ]={x∈ℝ|a≤x≤b }

(a , b)={x∈ℝ|a<x<b}

[ a , b )={x∈ℝ|a≤x<b}

(a , b ]={x∈ℝ|a<x≤b}

[ a ,+∞ )={x∈ℝ|x≥a }

(a ,+∞)={x∈ℝ|x>a }

(−∞, a ]={x∈ℝ|x≤a }

(−∞, a )={x∈ℝ|x<a}

ℝ=(−∞,+∞)
مثال-۲

A=[−3,2]

B=(1 ,4 ]

A∪B=[−3 ,4 ]

A∩B=(1 ,2]

A−B=[−3 ,1]

B−A=(2 ,4 ]

 مجموعه های زیر را روی محور اعداد حقیقی نشان دهید.تمرین.-۳
(آ) [−2,2]∪[−1,4 ] (ب) [−1,2]∩[−2,4 ]
(پ) (−∞, 4 ]−[0, 2) (ت) [3 ,7 ]−(1,+∞)
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تعیین علمت و نامعادله.۱۵

تعیین علمت عبارت درجه ی اول-۱
P=a x+b

x −∞ −
b
a

+∞

P aمخالف علمت  0 aموافق علمت 
چند مثال-۲

مثال اول
P=3 x−6
3 x−6=0⇒3 x=6⇒x=2

x −∞ 2 +∞

P - 0 +
مثال دوم

P=(−3 x+12)(x−1)
−3 x+12=0⇒−3 x=−12⇒x=4
x−1=0⇒x=1

x −∞ 1 4 +∞

−3 x+12 + + 0 -

x−1 - 0 + +

P - 0 + 0 -
مثال سوم

P=
3−x
x+2

3−x=0⇒x=3
x+2=0⇒x=−2

x −∞ -2 3 +∞

3−x + + 0 -

x+2 - 0 + +

P - ∞ + 0 -
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مثال چهارم
P=(x+1)3 (x+2)4

x−1
x+1=0⇒x=−1
x+2=0⇒x=−2
x−1=0⇒x=1

x −∞ -2 -1 1 +∞

(x+1)3 - - 0 + +

(x+2)4 + 0 + + +

x−1 - - - 0 +

P + 0 + 0 - ∞ +

تعیین علمت عبارت درجه ی دوم-۳
P=a x2

+bx+c
Δ>0 حالت اول.•

x −∞ x1 x2 +∞

P aموافق علمت  0 aمخالف علمت  0 aموافق علمت 
Δ=0 حالت دوم.•

x −∞ x1 +∞

P aموافق علمت  0 aموافق علمت 
Δ<0 حالت سوم.•

x −∞ +∞

P aموافق علمت 
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چند مثال-۴
مثال اول

P=3 x2
+7 x+2

3 x2
+7 x+2=0

Δ=(7 )2−4 (3)(2)=49−24=25⇒{x1=
−7+√25

6
=
−7+5

6
=−

2
6
=−

1
3

x2=
−7−√25

6
=
−7−5

6
=−

12
6
=−2

x −∞ -2 −
1
3

+∞

P + 0 - 0 +
مثال دوم

P=−3 x2
+24 x−48

−3 x2
+24 x−48=0

Δ=(24)2−4 (−3)(−48)=576−576=0⇒x=
−24
−6

=4

x −∞ 4 +∞

P - 0 -
مثال سوم

P=x2
+2 x+3

x2
+2x+3=0

Δ=(2)2−4 (1)(3 )=4−12=−8
x −∞ +∞

P +
 عبارت های زیر را تعیین علمت کنید.تمرین.-۵

(آ) |1−x|(3−6 x)
6 x+3

(ب)
(x−1)(2−x )(x+1)

x+2

(پ)
x2
−x−6

x2
+x−6

(ت)
(4−x2

)(x2
−5 x)

x3
+x−2
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حل نامعادله-۶
برای آشنایی با حل نامعادله، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.•

مثال اول
2 x+1
x+2

≤1⇒
2 x+1
x+2

−1≤0⇒
2x+1−x−2

x+2
≤0⇒P=

x−1
x+2

≤0

x−1=0⇒x=1
x+2=0⇒x=−2

x −∞ -2 1 +∞

x−1 - - 0 +

x+2 - 0 + +

P + ∞ - 0 +
[2,1−)=جواب نامعادله

روش اشتباه
2 x+1
x+2

≤1⇒2x+1≤x+2⇒x≤1⇒ ∞−)=جواب نامعادله , 1]

 در حل نامعادله، به راحتی نمی توان طرفین وسطین کرد.تذکر.
مثال دوم

2−x
x
>3 x−2⇒

2−x
x
−3 x+2>0⇒

?
P=

−3 x2
+x+2
x

>0

−3 x2
+x+2=0

−3+1+2=0⇒
? {

x1=1

x2=−
2
3

x −∞ −
2
3

0 1 +∞

−3 x2
+x+2 x−1 - 0 + + 0 -

x - - 0 + +

P + 0 - ∞ + 0 -

∞−)=جواب نامعادله ,−
2
3
)∪(0,1)
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مثال سوم

|x−5|≤|3+x|⇒(x−5)2≤(3+x)2⇒x2
+25−10x≤9+x2

+6 x⇒−16 x≤−16⇒
?

x≥1
]=جواب نامعادله 1 ,+∞)

 نامعادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۷

(آ) 2(x−1)−3(x+2)<x+12 (ب)
2 x−3

6
−

3 x+2
8

>
x
12

(پ)
x+1
x+3

≥1 (ت)
x2
+1

x+3
≥1

(ث) |2 x+1|>|x+2| (ج) ||x|−3|<1

(چ) √x+1

√x−1
≤2 (ح) |x−2|+|5−2 x|+|4+x|≤6

} دستگاه نامعادله های تمرین.-۸
x+1
x−1

≤3

x2
−2|x|−15>0

 را حل کنید.

>2 نامعادله ی توأم تمرین.-۹
x−1
x+3

 را حل کنید.5≥

 را طوری بیابید که دامنه ی عبارت گویای k مقادیر تمرین.-۱۰
1

(k+7 )x2
+(k−1)x+1

 باشد.ℝ برابر 

P=aعبارت -۱۱ x2
+bx+c،

Δ<0همواره مثبت است هر گاه )۱(
a>0 }.

Δ<0همواره منفی است هر گاه )۲(
a<0 }.

x2 را طوری بیابید که عبارت k مقادیر تمرین.-۱۲
+(1−k)x+k+2.همواره مثبت باشد 
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دنباله۷

آشنایی با دنباله.۱

دنباله دسته ای از اشیاء ( معمول اعداد ) است که پشت سر هم قرار گرفته اند.-۱
11,13 ,17 ,19,23 ,29 ,31,37 ,41,43 ,47 ,53 ,59,61,67 ,71,73 ,79, 83 ,89,97
1,2, 3 ,4 ,5 , 6,7 , 8 ,…
1,3 ,2 ,4 ,5 ,7 , 6, 8 ,…
1,2,2 ,3 , 3 ,3 ,4 ,4 ,4 ,4 ,…
1,1,2 ,3 , 5,8 ,13 ,21 ,…
1,4 ,9 ,16 ,25,36 ,49 ,64 ,…
1,3 ,6 ,10,15,21,28,36,…
1,4 ,7 ,10,13 ,16,19,22,…
1,4 ,16,64 ,256, 1024 ,4096,16384,…
1,11, 21, 1112,3112,211213 ,312213 ,212223 ,…

دنباله ی متناهی و دنباله ی نامتناهی-۲
یک دنباله متناهی است هر گاه پایان داشته باشد.•
یک دنباله نامتناهی است هر گاه پایان نداشته باشد.•
به دنباله ی نامتناهی به اختصار دنباله گفته می شود.•
تفاوت های دنباله و مجموعه-۳
در دنباله ترتیب مهم است ولی در مجموعه ترتیب مهم نیست.•
در دنباله تکرار مهم است ولی در مجموعه تکرار مهم نیست.•
جمله ی عمومی دنباله-۴
برای آشنایی با جمله ی عمومی دنباله، به مثال زیر توجه کنید.•

√2,√5,√8, ,√11,…
a1=√2=جمله ی اول a2=√5=جمله ی دوم a3=√8=جمله ی سوم a4=11
a5=√14 a6=? a7=?         …
a=جمله ی عمومی n=√3 n−1
a1=√3×1−1=√2 a4=√3×4−1=√11 a1000=√3×1000−1=√2999

جمله ی عمومی یک دنباله را گاهی وقت ها نمی توان به دست آورد.•
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تمرین-۵

=anدنباله ی •
n−2

2 n+1
 را در نظر بگیرید.

پنج جمله ی اول آن را به دست آورید.آ)(
جمله ی هفدهم آن چند است؟ب)(

جمله ی چندم آن پ)(
8
9

 است؟

 جمله ی عمومی دنباله های زیر را به دست آورید.تمرین.-۶
(آ) 7 ,12,17 , 22,27 ,… (ب) 1,3 ,9 ,27 , 81,…
(پ) 1,8 ,27 ,64,625 ,… (ت) 9,99,999 ,9999,99999,…
(ث) 1,−4 ,7 ,−10,13 ,… (ج) 0,2,6 ,12,20 ,…

دنباله ی بازگشتی-۷
برای آشنایی با دنباله ی بازگشتی، به دو مثال زیر توجه کنید.•

مثال دوم
an=an−2+an−1, a1=a2=1
a3=a1+a2=1+1=2
a4=a2+a3=1+2=3
a5=a3+a4=2+3=5
⋮

1,1 ,2 ,3 ,5 ,8 ,13 ,21 ,…

مثال اول
an+1=2an+3, a1=4
a2=2a1+3=2×4+3=11
a3=2a2+3=2×11+3=25
a4=2 a3+3=2×25+3=53
⋮

4,11, 25, 53 ,109,221,445, 893 ,…

دنباله ی حسابی.۲

آشنایی با دنباله ی حسابی-۱
1,4 ,7 ,10,13 ,16,19,22,…
a2−a1=4−1=3 a3−a2=7−4=3 a8−a7=22−19=3 …

d=3=قدر نسبت دنباله ی حسابی
دنباله ی حسابی، دنباله ای است که تفاضل هر دو جمله ی متییوالی آن مقییداری ثییابت اسییت. بییه اییین مقییدار ثییابت، قییدر•

 نمایش داده می شود.dنسبت دنباله ی حسابی گفته و با نماد 
فرمول های دنباله ی حسابی-۲
,a1دنباله ی حسابی • a2 , a3  را در نظر بگیرید.…,

(۱) an−an−1=d
(۲) an=a1+(n−1)d

(۳) d=
an−am

n−m
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aاگر • , b , c: سه جمله ی متوالی یک دنباله ی حسابی باشند، آن گاه 

(۴) b=
a+c

2
 گفته می شود.c و a واسطه ی حسابی bبه 

چند مثال-۳
مثال اول

 است. دنباله را مشخص کنید.۴۳ و جمله ی نهم برابر ۲۸در یک دنباله ی حسابی، جمله  ی چهارم برابر 
حل.

d=
a9−a4

9−4
=

43−28
5

=
15
5
=3

a4=a1+3 d⇒28=a1+9⇒ a1=19
19,22,25 ,28 ,31 ,…

مثال دوم
k−2,k+3 را طوری بیابید که kمقدار  ,4 k−1سه جمله ی متوالی یک دنباله ی حسابی باشند 
حل.

k+3=
? k−2+4 k−1

2
⇒2 k+6=5k−3⇒−3 k=−9⇒k=3

مثال سوم
 طوری قرار دهید که تشکیل یک دنباله ی حسابی دهند.۴۵ و ۱۷شش عدد بین 

حل.
17 ,…,…,…,…,…,…, 45

a1=17      a8=45      ⇒      d=
a8−a1

8−1
=

45−17
7

=
28
7
=4

17 ,21 ,25,29,33 ,37 ,41 ,45
a1 و a1+a2+a3=24 در یک دنباله ی حسابی صعودی، تمرین.-۴ a2a3=440.دنباله را مشخص کنید .
 را به دست آورید.۵ تعداد اعداد طبیعی سه رقمی مضرب تمرین.-۵
 اگر زاویه های یک پنج ضلعی را از کوچک به بزرگ مرتب کنیم، تشکیل دنباله ی حسابی می دهند. زاویه هییا راتمرین.-۶

مشخص کنید.
 است. اگر ضلع های مثلث را از کوچییک بییه بییزرگ مرتییب کنیییم، تشییکیل۶۰ محیط یک مثلث قائم الزاویه برابر تمرین.-۷

دنباله ی حسابی می دهند. ضلع ها را مشخص کنید.
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دنباله ی هندسی.۳

آشنایی با دنباله ی هندسی-۱
1,4 ,16,64 ,256, 1024 ,4096,16384,…
a2

a1
=

4
1
=4

a3

a2
=

16
4
=4

a8

a7
=

18384
4096

=4 …

q=4=قدر نسبت دنباله ی هندسی
ه ایین مقیدار ثیابت،• دنباله ی هندسی، دنباله ای است که خارج قسمت هر دو جمله ی متوالی آن مقداری ثیابت اسیت. ب

 نمایش داده می شود.qقدر نسبت دنباله ی هندسی گفته و با نماد 
فرمول های دنباله ی هندسی-۲
,a1دنباله ی هندسی • a2 , a3  را در نظر بگیرید.…,

(۱)
an

an−1
=q

(۲) an=a1 qn−1

(۳)
an

am
=qn−m

aاگر • , b , c: سه جمله ی متوالی یک دنباله ی هندسی باشند، آن گاه 
(۴) b2

=a c
 گفته می شود.c و a واسطه ی هندسی bبه 

چند مثال-۳
مثال اول

 است. دنباله را مشخص کنید.۳۸۴ و جمله ی هشتم برابر ۱۲در یک دنباله ی هندسی، جمله ی سوم برابر 
حل.

q5
=

a8

a3
=

384
12

=32⇒q=5
√32=2

a3=a1 q2
⇒12=4 a1⇒a1=3

3 ,6 ,12,24 ,48,96,…
مثال دوم

3 را طوری بیابید که kمقدار  k ,k+2,k−1.سه جمله ی متوالی یک دنباله ی هندسی باشند 
حل.

(k+2)2=3 k (k−1)⇒ k2
+4+4 k=3 k2

−3 k⇒2k2
−7 k−4=0
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Δ=(−7)2−4 (2)(−4 )=49+32=81⇒ {k1=
7+√ 81

4
=

7+9
4
=

16
4
=4

k2=
7−√81

4
=

7−9
4
=−

2
4
=−

1
2

مثال سوم
 طوری قرار دهید که تشکیل یک دنباله ی هندسی دهند.۲۹۱۶ و ۴پنج عدد بین 

حل.
4,…,…,…,…,…,2916

a1=4      a7=2916      ⇒      q6
=

a7

a1
=

2916
4

=729⇒q=±6
√729=±3

4,12,36,108 ,324 ,972,2916 4,−12,36,−108,324 ,−972,2916
a1 و a1+a2+a3=21 در یک دنباله ی هندسی نزولی، تمرین.-۴ a2a3=216.دنباله را مشخص کنید .
. دنباله را مشخص کنید.a1+a4=252 و a1+a2=12 در یک دنباله ی هندسی غیر صعودی، تمرین.-۵

3a تمرین.-۶ , 9 5
√27 ,3 b سه جمله ی متوالی یک دنباله ی هندسی هستند. واسطه ی حسابی a و b.را به دست آورید 

ک دنبییاله ی هندسیی هتنید. قیدرتمرین.-۷  جمله های پنجم، هشتم و چهاردهم یک دنباله ی حسابی، سه جملیه ی متیوالی ی
نسبت دنباله ی هندسی را به دست آورید.

مجموع جمله های دنباله ی حسابی.۴

آشنایی با مجموع جمله های دنباله ی حسابی-۱
1,4 ,7 ,10,…
S1=1 S2=1+4=5 S3=1+4+7=12 …

S334=1+4+7+10+⋯+1000=? 157157
,a1 جمله ی اول دنباله ی حسابی nمجموع • a2 , a3  نمایش داده می شود.Sn با نماد …,

Sn=a1+a2+a3+⋯+an

فرمول های مجموع جمله های دنباله ی حسابی-۲
,a1دنباله ی حسابی • a2 , a3  را در نظر بگیرید.…,

(۱) Sn=
n
2
(2a1+(n−1)d)

(۲) Sn=
n
2
(a1+a n)

(۳) Sn−Sn−1=an
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چند مثال-۳
مثال اول

2,5, 8 ,11,14 ,…

S20=
? 20

2
(4+57)=10×61=610

مثال دوم

2+4+6+8+⋯+2n=
? n

2
(2+2 n)=n(n+1)

مثال سوم
1,5مجموع چند جمله ی اول دنباله ی حسابی  ,9 ,13 ,17  است؟۷۸۰ برابر …,

حل.

Sn=
?

780⇒
n
2
(2+4 n−4)=780⇒4 n2

−2n−1560=0⇒(2n )2−(2n)−1560=0

            ⇒
?
(2 n−40)(2 n+39)=0⇒{

2n−40=0⇒2n=40⇒n=20ق ق

2n+39=0⇒2 n=−39⇒n=−
39
2

ق ق غ

 را به دست آورید.۵ مجموع اعداد طبیعی سه رقمی مضرب تمرین.-۴
22− حداقل چند جمله ی اول دنباله ی تمرین.-۵  را با هم جمع کنیم که حاصل آن مثبت شود؟…,16−,19−,
Sn=23 جمله ی اول یک دنباله ی حسابی برابر n مجموع تمرین.-۶ n−2n2.است 

جمله ی هفتم آن چقدر است؟آ)(
مجموع سه جمله ی هفتم، هشتم و نهم آن چقدر است؟ب)(
این دنباله را مشخص کنید.پ)(

 نشان دهید :تمرین.-۷

(آ) 1+2+3+4+⋯+n=
n
2
(n+1) (ب) 1+3+5+7+⋯+(2n−1)=n2
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مجموع جمله های دنباله ی هندسی.۵

آشنایی با مجموع جمله های دنباله ی هندسی-۱
1,4 ,16,64 ,…
S1=1 S2=1+4=5 S3=1+4+16=21 …

S20=1+4+16+64+⋯+419
=
? 366503875925

,a1 جمله ی اول دنباله ی هندسی nمجموع • a2 , a3  نمایش داده می شود.Sn با نماد …,
Sn=a1+a2+a3+⋯+an

فرمول های مجموع جمله های دنباله ی هندسی-۲
,a1دنباله ی هندسی • a2 , a3  را در نظر بگیرید.…,

(۱) Sn=
a1(1−qn

)

1−q
=

a1(q
n
−1)

q−1

(۲) Sn=
a1−an q

1−q
=

an q−a1

q−1
(۳) Sn−Sn−1=an

چند مثال-۳
مثال اول

1,2,4 ,8 ,16 ,32,…

S20=
? 1 (220

−1)
2−1

=220
−1=1048576−1=1048575

مثال دوم
1,−2,4,−8,16,−32,…

S20=
? (−2)20

−1
−2−1

=
220
−1
−3

=−
1048575

3
=−349525

مثال سوم
4,12,36مجموع چند جمله ی اول دنباله ی هندسی  ,108, 324  است؟13120 برابر …,

حل.

Sn=
?

13120⇒
4 (3 n

−1)
3−1

=13120⇒3n
−1=6560⇒3 n

=6561=3 8
⇒n=8

3 مجموع بیست جمله ی اول دنباله ی تمرین.-۴ ,3  را به دست آورید.…,2√2,12,12√2,6,6√
 را به دست آورید.an=3×21−2n مجموع هفت جمله ی اول دنباله ی تمرین.-۵
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1 در دنباله ی هندسی تمرین.-۶ ,
1
2

,
1
4

,
1
8

,
1
16

، مجموع ده جمله ی اول چند برابر مجموع ده جمله ی دوم است؟…,

 است. حاصل ضرب یازده جمله ی اول آن چقدر است؟۲ جمله ی ششم یک دنباله ی هندسی برابر تمرین.-۷

مجموع همه ی جمله های دنباله ی هندسی نامتناهی.۶

آشنایی با مجموع همه ی جمله های دنباله ی هندسی نامتناهی-۱
1,2,4 ,8 ,16 ,…

S20=
1 (220

−1)
2−1

=1048575

S∞=1+2+4+8+16+…
S∞=?

1,۰٫۵, ۰٫۲۵ ,۰٫۱۲۵ ,۰٫۰۶۲۵,…

S20=
1 (1−(۰٫۵)20

)

1−۰٫۵
≈۱٫۹۹۹۹۹۸۰۹۲۶

S∞=1+۰٫۵+۰٫۲۵+۰٫۱۲۵+۰٫۰۶۲۵+…
S∞=?

,a1مجموع همه ی جمله های دنباله ی هندسی نامتناهی • a2 , a3  نمایش داده می شود.∞S با نماد …,
S∞=a1+a2+a3+⋯

، معمول حد مجموع گفته می شود.∞Sبه •
فرمول حد مجموع-۲
,a1حد مجموع دنباله ی هندسی • a2 , a3 ، برابر است با :q|<1| که …,

S∞=
a1

1−q
چند مثال-۳

مثال اول
6,3 ,۱٫۵ , ۰٫۷۵,۰٫۳۷۵,…

S∞=
? 6

1−۰٫۵
=

6
۰٫۵
=12

مثال دوم

۱٫۲۳۴=۱٫۲۳۴۳۴…=۱٫۲+۰٫۰۳۴+۰٫۰۰۰۳۴+⋯=
?

۱٫۲+
۰٫۰۳۴

1−۰٫۰۱
=۱٫۲+

34
990

=
611
495

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


87دنباله

مثال سوم
در مربعی به طول ضلع واحد، وسط اضلع آن را به هم وصل و بخشی از آن را مطابق شکل زیر رنگ آمیزی مییی کنیییم.

اگر این روند را برای رنگ کردن سطح آن ادامه دهیم، در نهایت چه سطحی از مربع رنگ می شود؟

حل.

S=?
1
8
+

1
16
+

1
32
+

1
64
+⋯=

1
8

1−
1
2

=

1
8
1
2

=
1
4

an=۰٫۷۵×۰٫۵3 حد مجموع دنباله ی هندسی نامتناهی تمرین.-۴ n−2.را به دست آورید 
 است. دنباله را مشخص کنید.۱۲ و حد مجموع برابر ۳ در یک دنباله ی هندسی نامتناهی، جمله ی دوم برابر تمرین.-۵
 متری رها می کنیم. اگر پس از هر بار برخورد به زمین به اندازه ی سییه چهییارم۴۰ یک توپ والیبال را از ارتفاع تمرین.-۶

ارتفاع قبلی بال بیاید، تا هنگام توقف چه مسافتی را طی می کند؟
 نشان دهید :تمرین.-۷

(آ) ۳٫۰2=
136
45

(ب) ۳٫ 02=
299
99

دنباله ی مربعی.۷

آشنایی با دنباله ی مربعی-۱

1,4 ,9 ,16 ,25,36 ,…
an=n2

Sn=
n(n+1)(2n+1)

6
 مجموع بیست جمله ی اول دنباله ی مربعی را به دست آورید.تمرین.-۲
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دنباله ی مثلثی.۸

آشنایی با دنباله ی مثلی-۱

1,3 ,6 ,10,15,21,…

an=
n(n+1)

2

Sn=
n(n+1)(n+2)

6
 مجموع بیست جمله ی اول دنباله ی مثلثی را به دست آورید.تمرین.-۲

دنباله ی فیبوناتچی.۹

آشنایی با دنباله ی فیبوناتچی-۱

…

1,1,2 ,3 , 5,8 ,…
Fn=Fn−2+Fn−1, F1=F2=1
Sn=2Fn+Fn−1−1

 مجموع بیست جمله ی اول دنباله ی فیبوناتچی را به دست آورید.تمرین.-۲
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نسبت طلیی.۱۰

آشنایی با نسبت طلیی-۱
 روی آن را به گونه ای در نظر بگیرید که نسبت طول تمام پییاره خیط بییه طیول قسییمتM و نقطه ی ABپاره خط دلخواه •

بلندتر برابر با نسبت طول قسمت بلندتر به طول قسمت کوتاهتر باشد.

a+b
a
=

a
b
=ϕ

a+b
a
=

a
b
⇒1+

b
a
=

a
b
⇒1+

1
ϕ=ϕ⇒ϕ

2
−ϕ−1=0⇒

?
ϕ=

1+√5
2

 نسبت طلیی یا عدد فی گفته می شود.ϕبه •
ϕ≈۱٫۶۱۸۰۳۳۹۸۸۷

رابطه ی بین نسبت طلیی و دنباله ی فیبوناتچی-۲
F4

F3
=

3
2
=۱٫۵

F3

F2
=

2
1
=2

F2

F1
=

1
1
=1

F7

F6
=

13
8
=۱٫۶۲۵

F6

F5
=

8
5
=۱٫۶

F5

F4
=

5
3
=۱٫۶۶۶۶۶۶۶۶۶۷

F10

F9
=

55
34
=۱٫۶۱۷۶۴۷۰۵۸۸

F9

F8
=

34
21
=۱٫۶۱۹۰۴۷۶۱۹

F8

F7
=

21
13
=۱٫۶۱۵۳۸۴۶۱۵۴

F13

F12
=

233
144

=۱٫۶۱۸۰۵۵۵۵۵۶
F12

F11
=

144
89

=۱٫۶۱۷۹۷۷۵۲۸۱
F11

F10
=

89
55
=۱٫۶۱۸۱۸۱۸۱۸۲

، نسبت هر دو جمله ی متوالی دنباله ی فیبوناتچی یعنی nبا افزایش •
Fn+1

Fn
 به نسبت طلیی نزدیک و نزدیکتر می شود.

۳-ϕ=1+
1

1+
1

1+
1

1+
1
⋯
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لگاریتم۸

آشنایی با لگاریتم.۱

برای آشنایی با لگاریتم به مثال های زیر توجه کنید.-۱

25
=32⇒ log2 32=5 3−4

=
1
81
⇒ log3

1
81
=−4 4

3
2
=8⇒ log4 8=

3
2

log100 1000000=3 log10۰٫۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۱=−11 log2 4294967296=32
loga کیه بیا نمیاد a در مبنییای x را در نظیر بگیریید. لگیاریتم a≠1 کیه a و xدو عیدد حقیقییی مثبییت • xنمیایش داده 

می شود، برابر است با :
loga x=y⇔x=ay

توجه•
مبنای لگاریتم نمی تواند منفی، صفر و یک باشد.)۱(
اعداد منفی و صفر لگاریتم ندارند.)۲(

 به کمک تعریف لگاریتم، نشان دهید :تمرین.-۲

(آ) log3 √3 27=2 (ب) log16 8=
3
4

(پ) log100 ۰٫۰۰۱=−۱٫۵ (ت) log 3
√49

343=
9
2

فرمول های لگاریتم.۲

(۱) loga 1=0
(۲) loga a=1
(۳) loga x y= loga x+ loga y

(۴) loga

x
y
=loga x−loga y

(۵) loga xm
=m loga x

(۶) logan xm
=

m
n

loga x

(۷) a logc b
=blog c a
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92لگاریتم

(۸) a loga b
=b

(۹) loga x=
logc x
logc a

( فرمول تغییر مبنا ) 

(۱۰) loga x×logc a=logc x

(۱۱) loga x=
1

logx a

(۱۲) loga x< loga y⇒{x<y ; a>1
x>y ; 0<a<1

(۱۳) loga x<y⇒{x<ay ; a>1
x>ay ; 0<a<1

 معمول نوشته نمی شود.۱۰، لگاریتم اعشاری گفته می شود. مبنای ۱۰ به لگاریتم در مبنای لگاریتم اعشاری.•
(۱۴) log10 x=log x

، لگاریتم طبیعی گفته می شود.e به لگاریتم در مبنای لگاریتم طبیعی.•
(۱۵) loge x=ln x

 به افتخار ریاضی دان سوئیسی لئونارد اویلر ، عدد اویلر نامیده می شود. گاهی نیز به افتخار جان نپر از آن به اسییمeعدد •
Leonhard به افتخار اویلر ( eثابت نپر نیز یاد می شود، با این حال نماد   Euler انتخاب شییده اسییت. عییدد ( eیییک 
عدد گنگ می باشد و تقریبا برابر است با :

e≈۲٫۷۱۸۲۸۱۸۲۸۵

(۱۶) log x=
ln x
ln 10

≈۰٫۴۳۴۲۹۴۴۸۱۹ ln x

(۱۷) ln x=
log x
log e

≈۲٫۳۰۲۵۸۵۰۹۳ log x

(۱۸) ax
=ex ln a

روش های محاسبه ی لگاریم.۳

برای آشنایی با روش های محاسبه ی لگاریتم، به مثال های زیر و روش حل آنها توجه کنید.-۱
مثال اول

log 832=log2325
=

5
3

log2 2=
5
3
×1=

5
3
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مثال دوم

log9√3 27 3
√9=log

3
5
2

3
11
3
=

11
3
5
2

log3 3=
22
15
×1=

22
15

مثال سوم

log 812+ log8 6−log89=log8

12×6
9

=log8 8=1

مثال چهارم
27log32

+5log512
=2log327

+12=23
+12=8+12=20

مثال پنجم
log6 8×log3 6

log9 4
=

log3 8
log9 4

=
log3 8
log3 2

=log2 8=3

اگر تمرین.-۲  log log و ۰٫۳۰۱۰=2 ، لگاریتم های زیر را حساب کنید.۰٫۴۷۷۱=3
(آ) log 72 (ب) log 45
(پ) log ۰٫۰۲۴ (ت) log √135

اگر تمرین.-۳  log6 2=a و log6 5=b لگاریتم های زیر را بر حسب ،a و b.به دست آورید 
(آ) log6 20 (ب) log6 45
(پ) log12 6 (ت) log300 500

log رقم است. ( 478 دارای 31000 به کمک لگاریتم، نشان دهید عدد تمرین.-۴ 3=۰٫۴۷۷۱( 

معادله ی لگاریتمی.۴

آشنایی با معادله ی لگاریتمی-۱
برای آشنایی با معادله ی لگاریتمی، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

log2(13−x )+ log2(5−x)=7⇒ log2(13−x)(5−x)=7⇒(13−x)(5−x)=27
=128

⇒x2
−18 x−63=0⇒(x−21)(x+3 )=0⇒ {x−21=0⇒x=21 غ ق ق

x+3=0⇒x=−3 ق ق
 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ) log5 x+ log
√5 x+ log۰٫۲ x=8 (ب) x log3x

=9 x
(پ) 4log x

+x log 2
=72 (ت) log2 x+ logx 4=3

(ث) 2logx 16+24 log16 x=19 (ج) logx 2+ logx(x+2)=3
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94لگاریتم

نامعادله ی لگاریتمی.۵

آشنایی با نامعادله ی لگاریتمی-۱
برای آشنایی با نامعادله ی لگاریتمی، به مثال زیر و روش حل آن توجه کنید.•

logx (x
2
−2x )<

3
2
⇒ logx x+ logx(x−2)<

3
2
⇒ logx(x−2)<

1
2
⇒
?

x−2<x
1
2
⇒x−√x−2<0

⇒(√x−2)(√x+1)<0⇒√x−2<0⇒√x<2⇒x<4⇒
?

2,4)=جواب نامعادله )
 نامعادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۲

(آ) log6(x
2
−x)≤1 (ب) log 1

2

x2
+x

x+3
≥−1

(پ) log2 x+ logx 4>3 (ت) x1+ ln x
<e2
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مثلثات۹

واحدهای زاویه.۱

درجه-۱

اگر زاویه ی قائمه را به نود قسمت مساوی تقسیم کنیم، به هر یک از آنها زاویه ی یک درجه گفته می شود.•

1∘=
1
90

⇒زاویه ی قائمه ∘90=زاویه ی قائمه

∘180=زاویه ی نیم صفحه

∘360=زاویه ی تمام صفحه

جهت مثبت مثلثاتی، خلف جهت حرکت عقربه های ساعت است.•
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90∘
15∘ 40∘

−76∘ 100∘ −167∘

250∘

180∘
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96مثلثات

رادیان-۲

به زاویه ی مرکزی روبرو به کمان به طول شعاع دایره، زاویه ی یک رادیان گفته می شود.•
رابطه ی بین درجه و رادیان-۳

طول کمان زاویه بر حسب رادیان
r 1

2π r x
⇒x=2π⇒360∘=2π rad

زاویه بر حسب درجه زاویه بر حسب رادیان
D R

360 2π
⇒

D
180

=
R
π ⇒ {D=

180 R
π

R=
Dπ
180

1rad=
180∘
π ≈۵۷٫۲۹۵۷۷۹۵۱۳۱∘

1∘= π
180

rad≈۰٫۰۱۷۴۵۳۲۹۲۵ rad

توجه-۴
π≈۳٫۱۴۱۵۹۲۶۵۳۶
π rad=180∘

در جدول زیر، اندازه ی چند زاویه بر حسب درجه و رادیان آمده است.-۵
درجه ۰ ۳۰ ۴۵ ۶۰ ۹۰ ۱۲۰ ۱۳۵ ۱۵۰ ۱۸۰ ۲۱۰ ۲۴۰ ۲۷۰ ۳۰۰ ۳۳۰ ۳۶۰

رادیان ۰
π

6
Π

4
π

3
π

2
2 π
3

3 π
4

5 π
6

π
7 π
6

4 π
3

3 π
2

5 π
3

11π
6

2π

تمرین.-۶
 چند رادیان است؟∘255آ)(

ب)(
7 π
15

radچند درجه است؟ 
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 در ساعت سه و بیست دقیقه و ده ثانیه، عقربه های ساعت شمار و دقیقه شمار چه زاویییه ای بییر حسییب درجییه وتمرین.-۷
رادیان تشکیل می دهند؟

نسبت های مثلثاتی در مثلث قائم الزاویه.۲

 به صورت زیر تعریف می شود :B̂ را در نظر بگیرید. نسبت های مثلثاتی زاویه ی حاده ی ABCمثلث قائم الزاویه ی -۱

sin B̂=
ضلع مقابل

وتر
=

AC
BC

cos B̂=
ضلع مجاور

وتر
=

AB
BC

tan B̂=
ضلع مقابل
ضلع مجاور

=
AC
AB

cot B̂=
ضلع مجاور
ضلع مقابل

=
AB
AC

نسبت های مثلثاتی سکانت و کسکانت که در دانشگاه کاربرد بیشتری دارند، به صورت زیر تعریف می شوند.•

sec B̂=
1

cosB̂
=

وتر
ضلع مجاور

=
BC
AB

csc B̂=
1

sin B̂
=

وتر
ضلع مقابل

=
BC
AC

 سینوس یکی از زاویه های مثلث قائم الزاویه ای تمرین.-۲
12
13

 سیانتی میتر اسیت. محییط و۲۴ و ضلع مقابیل آن زاوییه 

مساحت مثلث را بیابید.
∘60 و ∘45، ∘30نسبت های مثلثاتی زاویه های -۳

60∘45∘30∘

√3
2

√2
2

1
2

سینوس

1
2

√2
2

√3
2

کسینوس

√31√3
3

تانژانت

√3
3

کتانژانت3√1
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A

C

B

30

60

45

45

1

1

1

√2
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2
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98مثلثات

 را به دست آورید.z و x ،y در شکل زیر، مقادیر مثال.-۴

حل.

cos30∘=
? HC

AC
⇒
√3
2
=

x
12
⇒x=

12√3
2

=6√3

cos30∘=
? AC

BC
⇒
√3
2
=

12
y+6√3

⇒√3 y+18=24⇒√3 y=6⇒y=
6

√3
=2√3

cos 60∘=
? BH

AB
⇒
√3
2
=

2√3
z
⇒ z=

4 √3

√3
=4

 را به دست آورید.AH. اندازه ی ارتفاع BC=12 در شکل زیر، تمرین.-۵

دایره ی مثلثاتی.۳

نسبت های مثلثاتی و دایره-۱

Pنقطه ی • (x ,y) را در نظر بگیرید. اگر θ زاویه ای باشد که OP،با محور طول ها در جهت مثبت مثلثاتی می سییازد 
 به صورت زیر تعریف می شود :θنسبت های مثلثاتی زاویه ی 

sinθ=
y
r

cosθ=
x
r

tan θ=
y
x

cot θ=
x
y

r=√x2که 
+y2.
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z

A

HB C

12

3060

A

H B C30
60

P

θ

P

θ

P

θ

P

θ
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توجه•

secθ=
1

cosθ
=

r
x

csc θ=
1

sinθ
=

r
y

P نقطه ی تمرین.-۲  بییا محییور طییول هییا در جهییت مثبییتOP زاوییه ای باشیید کییه θ را در نظر بگیرید. اگر (6−,8−)
 را حساب کنید.θمثلثاتی می سازد، نسبت های مثلثاتی 

شش رابطه ی مهم مثلثاتی-۳
(۱) sin2

θ+cos2
θ=1

(۲) tan θ=
sin θ
cosθ

(۳) cot θ=
cosθ
sinθ

(۴) tan θ×cot θ=1

(۵) 1+ tan2
θ=

1
cos2

θ

(۶) 1+cot2
θ=

1
sin2

θ

اثبات.

(۱) sin2
θ+cos2

θ=
? x2

r2 +
y2

r2=
x2
+y2

r2 =
? r2

r2=1

(۲)
sin θ
cosθ

=

y
r
x
r

=
¿

y
x
=tan θ

(۳)
cosθ
sin θ

=

x
r
y
r

=
? x

y
=cot θ

(۴) tan θ×cotθ=
y
x
×

x
y
=1

(۵) 1+ tan2
θ=

?
1+

y2

x2=
x2
+y2

x2 =
? r2

x2=
? 1

cos2
θ
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(۶) 1+cot2
θ=

?
1+

x2

y2=
y2
+x2

x2 =
? r2

y2=
? 1

sin2
θ

 درستی رابطه های زیر را نشان دهید.مثال.-۴
(آ) (sinθ+cosθ)2+(sin θ−cosθ)2=2 (ب) cos4

θ−sin4
θ=2cos2

θ−1

(پ) tan2
θsin2

θ=tan2
θ−sin2

θ (ت)
2tan θ

1+ tan2
θ
=2sinθcos θ

حل.
(آ) (sinθ+cosθ)2+(sin θ−cosθ)2=sin2

θ+cos2
θ+2sinθ cosθ+sin2

θ+cos2
θ−2sinθcosθ

                                            =? 1+1=2

(ب) cos4
θ−sin4

θ=(cos2
θ−sin2

θ)(cos2
θ+sin2

θ)=
?
(cos2

θ−1+cos2
θ)×1=2cos2

θ−1

(پ) tan2
θsin2

θ=
? sin2

θ

cos2
θ
(1−cos2

θ)=
sin2

θ

cos2
θ
−sin2

θ=tan2
θ−sin2

θ

(ت)
2tan θ

1+ tan2
θ
=
?

2×
sinθ
cosθ

×cos2
θ=2sinθ cosθ

 درستی رابطه ی زیر را نشان دهید.تمرین.-۵
(sinθ+cosθ)2−(sin θ−cosθ)2=4 sin θcosθ

 درستی رابطه های زیر را نشان دهید.تمرین.-۶
(آ) sin4

θ+cos4
θ=1−2sin2

θcos2
θ (ب) sin6

θ+cos6
θ=1−3sin2

θ cos2
θ

(پ)
sin3

θ+cso3
θ

1−sin θcosθ
=sin θ+cos θ (ت) cot2

θ cos2
θ=cot2

θ−cos2
θ

(ث)
1

tan θ
+

1
cotθ

=
1

sinθ cosθ
(ج) (1+ tanθ)(1+cotθ)−

1
sinθcos θ

=2

اگر تمرین.-۷  tan θ=5 مقدار ،
2sin θ+3 cosθ
3 cosθ−2sinθ

 را به دست آورید.

اگر تمرین.-۸  
3 sinθ−4 cosθ
5 cosθ+2sinθ

=
2
9

 را به دست آورید.cotθ، مقدار 

اگر تمرین.-۹  sinθ+cos θ=
4
3

 را به دست آورید.sinθcosθ، مقدار 

اگر تمرین.-۱۰  sinθcosθ=
7
15

 را به دست آورید.sinθ−cosθ، مقدار 
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دایره ی مثلثاتی-۱۱

.r=1شعاع دایره ی مثلثاتی برابر واحد است، یعنی •
•A.نقطه ی شروع حرکت است 
جهت مثبت حرکت، خلف جهت حرکت عقربه های ساعت است.•
محورهای مثلثاتی•

 ها است.yمحور سینوس ها که همان محور )۱(

sinθ=
y
r
=

y
1
=y

 ها است.xمحور کسینوس ها که همان محور )۲(

cosθ=
x
r
=

x
1
=x

 است.Aمحور تانژانت ها که موازی محور سینوس ها و گذرا بر نقطه ی )۳(
tan θ=AK

 است.Bمحور کتانژانت ها که موازی محور کسینوس ها و گذرا بر نقطه ی )۴(
cot θ=BL
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محور سینوس هامحور تانژانت ها

محور کسینوس ها

محور کتانژانت ها

A

B

B'

A'

K
L

P

x

y

θ
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نتایج حاصل از دایره ی مثلثاتی-۱۲
با توجه به دایره ی مثلثاتی،)۱(

−1≤sin θ , cosθ≤1
tan θ , cot θ∈ℝ

در جدول زیر، نسبت های مثلثاتی چند زاویه ی خاص آمده است.)۲(

۰
π

2 π
3 π
2

2π

سینوس 0 1 0 -1 0

کسینوس 1 0 -1 0 1

تانژانت 0 ∞ 0 ∞ 0

کتانژانت ∞ 0 ∞ 0 ∞

در جدول زیر، علمت نسبت های مثلثاتی در ناحیه های مختلف آمده است.)۳(
ناحیه ی اول ناحیه ی دوم ناحیه ی سوم ناحیه ی چهارم

سینوس + + - -

کسینوس + - - +

تانژانت + - + -

کتانژانت + - + -
در جدول زیر، جهت تغییرات نسبت های مثلثاتی در ناحیه های مختلف آمده است.)۴(

ناحیه ی اول ناحیه ی دوم ناحیه ی سوم ناحیه ی چهارم

سینوس

کسینوس

تانژانت

کتانژانت

اگر تمرین.-۱۳  cosθ=
15
17

 را به دست آورید.θ یک زاویه ی حاده باشد، سایر نسبت های مثلثاتی θ و 

اگر تمرین.-۱۴  tan θ=−
12
5

 را به دست آورید.θ یک زاویه ی منفرجه باشد، سایر نسبت های مثلثاتی θ و 

=sinθ را طوری بیابید که m مقادیر تمرین.-۱۵
2m−1
m+1

π و 

3
≤θ<

5π
6

.
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تعیین نسبت های مثلثاتی تمام زاویه ها.۴

θ ،π−θ ،π−در جدول زیر، نسبت های مثلثاتی زاویه های -۱

2
+θ و ... بر حسیب نسیبت های مثلثییاتی زاوییه ی θ

آمده است.

−θ π−θ π+θ
π

2
−θ π

2
+θ 3 π

2
−θ

3 π
2
+θ

سینوس −sinθ sinθ −sinθ cosθ cosθ −cosθ −cosθ

کسینوس cosθ −cosθ −cosθ sin θ −sinθ −sinθ sin θ

تانژانت −tan θ −tan θ tan θ cot θ −cot θ cot θ −cot θ

کتانژانت −cotθ −cotθ cot θ tanθ −tan θ tan θ −tan θ
.k∈ℤنسبت های مثلثاتی دارای رفتار تناوبی هستند. در فرمول های زیر، -۲

(۱) sin(2 k π+θ)=sinθ
(۲) cos (2k π+θ)=cosθ
(۳) tan (k π+θ)=tan θ
(۴) cot (kπ+θ)=cotθ

 مقدار تمرین.-۳
sin

7 π
6
+cos

5π
6

tan
45π

4
−cot

11π
6

 را حساب کنید.

tan مقدار تمرین.-۴ 1∘ tan 2∘ tan 3∘…tan 87∘ tan 88∘ tan  را حساب کنید.∘89

نسبت های مثلثاتی مجموع و تفاضل دو زاویه.۵

 را در نظر بگیرید.β و αدو زاویه ی -۱
(۱) sin(α+β)=sinα cosβ+cosα sinβ
(۲) sin(α−β)=sinαcosβ−cosα sinβ
(۳) cos (α+β)=cosαcosβ−sinα sinβ
(۴) cos (α−β)=cosα cosβ+sinα sinβ

(۵) tan (α+β)=
tanα+ tanβ

1−tanα tanβ

(۶) tan (α−β)=
tanα−tanβ
1+ tanα tanβ
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(۷) cot (α+β)=
cotα cotβ−1
cotα+cotβ

(۸) cot (α−β)=
cotα cotβ+1
cotβ−cotα

 را به دست آورید.∘75 و ∘15 نسبت های مثلثاتی زاویه های تمرین.-۲

اگر تمرین.-۳  cosα=
12
13

=sinβ و 
7
25

 وsin(α+β) زاویییه ی منفرجییه باشیید، مقییادیر β زاویه ی حاده و α و 

tan (α−β).را به دست آورید 

اگر تمرین.-۴  tan (α+β)=
4
5

tan و  (α−β)=−
5

12
tan، مقادیر  2α و cot 2β.را به دست آورید 

 درستی رابطه های زیر را نشان دهید.تمرین.-۵
(آ) sin(α+β)sin (α−β)=sin 2

α−sin2
β (ب) cos (α+β)cos(α−β)=cos2

α−sin2
β

 نشان دهید :تمرین.-۶
(آ) tan 10∘+ tan 70∘+ tan 100∘=tan 10∘ tan70∘ tan 100∘

(ب) cot 10∘cot 70∘+cot 10∘cot 100∘+cot 70∘cot 100∘=1
نه رابطه ی مهم مثلثاتی-۷

(۱) sinα+cosα=√2sin ( π
4
+α)

(۲) sinα+cosα=√2cos( π
4
−α)

(۳) cosα−sinα=√2sin( π
4
−α)

(۴) cosα−sinα=√2cos ( π
4
+α)

(۵) tan ( π
4
+α)=

1+ tanα
1−tanα

(۶) tan ( π
4
−α)=

1−tanα
1+ tanα

(۷) cot ( π
4
+α)=

cotα−1
cot α+1

(۸) cot ( π
4
−α)=

cotα+1
cotα−1

(۹) c−√a2
+b2

≤a sinα+bcosα+c≤c+√a2
+b2

 درستی هشت رابطه ی اول را نشان دهید.تمرین.•
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)۹اثبات رابطه ی (•

A=a sinα+bcosα+c=√a2
+b2(

a

√a2
+b2

sinα+
b

√a2
+b2

cosα)+c

                                 =? √a2
+b2

(cosβ sinα+sinβ cosα)+c=√a2
+b2 sin(α+β)+c

                                                                                       ⇒
?

c−√a2
+b2

≤A≤c+√a2
+b2

نسبت های مثلثاتی دو برابر زاویه.۶

 را در نظر بگیرید.αزاویه ی -۱
(۱) sin 2α=2sinα cosα
(۲) cos2α=cos2

α−sin2
α=2cos2

α−1=1−2sin2
α

(۳) tan 2α=
2tanα

1−tan2
α

(۴) cot 2α=
cot 2

α−1
2cot α

اگر تمرین.-۲  sinα=
4
5

sin زاویه ی حاده باشد، مقادیر α و  2α ،cos2α و tan 2α.را به دست آورید 

 به دست آورید.∘α=۷٫۵ مقدار عددی عبارت زیر را به ازای تمرین.-۳
sinαcosα(sinα+cosα)(sin α−cosα)

 درستی رابطه ی زیر را نشان دهید.تمرین.-۴
1+sin2α−cos2α
1+sin 2α+cos2α

= tanα

دوازده رابطه ی مهم مثلثاتی-۵

(۱) tanα+cotα=
2

sin 2α
(۲) cotα−tanα=2cot 2α
(۳) √1+sin 2α=|sinα+cosα|
(۴) √1−sin 2α=|sinα−cosα|

(۵) sin2
α=

1−cos2α
2

(۶) cos2
α=

1+cos2α
2
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(۷) tan2
α=

1−cos2α
1+cos2α

(۸) cot2
α=

1+cos2α
1−cos2α

(۹) sin 2α=
2 tanα

1+ tan2
α

(۱۰) cos2α=
1−tan2

α

1+ tan2
α

(۱۱) tan α
2
=

sinα
1+cosα

=
1−cosα

sinα

(۱۲) cot α
2
=

sinα
1−cosα

=
1+cosα

sinα
 درستی این دوازده رابطه را نشان دهید.تمرین.•
 نشان دهید :تمرین.-۶

(آ) tan 15∘+cot 15∘=4 (ب) cot 15∘−tan15∘=2√3
 را به دست آورید.∘۲۲٫۵ نسبت های مثلثاتی زاویه ی تمرین.-۷
اگر تمرین.-۸  tanα=5 مقادیر ،sin 2α و cos2α.را به دست آورید 

نسبت های مثلثاتی سه برابر زاویه.۷

 را در نظر بگیرید.αزاویه ی -۱
(۱) sin 3α=3sinα−4 sin3

α

(۲) cos3α=4 cos3
α−3 cosα

(۳) tan 3α=
3 tanα−tan3

α

1−3 tan2
α

(۴) cot 3α=
3 cotα−cot 3

α

1−3 cot2
α

 به دست آورید.∘α=۷٫۵ مقدار عددی عبارت زیر را به ازای تمرین.-۲
(6sinα−8sin3

α)(8 cos3
α−6cosα)
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فرمول های تبدیل جمع به ضرب مثلثاتی.۸

 را در نظر بگیرید.β و αدو زاویه ی -۱
(۱) sinα+sinβ=2sin α+β

2
cos α−β

2
(۲) sinα−sinβ=2 cos α+β

2
sin α−β

2
(۳) cosα+cosβ=2 cosα+β

2
cos α−β

2
(۴) cosα−cosβ=−2sin α+β

2
sin α−β

2

(۵) tanα+tanβ=
sin (α+β)
cosα cosβ

(۶) tanα−tanβ=
sin(α−β)
cosαcosβ

(۷) cotα+cotβ=
sin(α+β)
sinαsinβ

(۸) cotα−cotβ=
sin(β−α)
sinα sinβ

(۹) tanα+cotβ=
cos (α−β)
cosα sinβ

(۱۰) tanα−cotβ=
cos(α+β)
cosα sinβ

 نشان دهید :تمرین.-۲

(آ) sin 5∘+sin 55∘−sin 65∘=0 (ب)
1

sin 70∘
+2=4 sin 50∘

 درستی رابطه های زیر را نشان دهید.تمرین.-۳

(آ)
sin 7α−sin 13α
cos7α+cos13α

=−tan3α (ب)
sin 7α+sin 10α+sin 13α
cos7α+cos10α+cos13α

=tan 10α

 نشان دهید :تمرین.-۴

(آ)
sin 10∘+sin 70∘

cos10∘+cos70∘
=cot 50∘ (ب) tan 10∘+tan 70∘=

1
sin 20∘
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فرمول های تبدیل ضرب به جمع مثلثاتی.۹

 را در نظر بگیرید.β و αدو زاویه ی -۱

(۱) sinαcosβ=
1
2
[sin (α+β)+sin (α−β)]

(۲) cosαcosβ=
1
2
[cos(α+β)+cos (α−β)]

(۳) sinα sinβ=−
1
2
[cos(α+β)−cos (α−β)]

(۴) tanα tanβ=
tanα+ tanβ
cotα+cotβ

(۵) cotα cotβ=
cotα+cotβ
tanα+ tanβ

(۶) tanα cotβ=
tanα+cotβ
cotα+ tanβ

 نشان دهید :تمرین.-۲

(آ) sin 105∘cos75∘=
1
4

(ب) sin 70∘cos40∘cos 80∘=
1
8

(پ) tan 20∘ tan 40∘ tan 80∘=√3 (ت) cos
2π
7
+cos

4π
7
+cos

6 π
7
=−

1
2
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کاربردهای مثلثات.۱۰

شیب خط-۱

شیب خط برابر است با تانژانت زاویه ای که با محور طول ها در جهت مثبت مثلثاتی می سازد.•
A(1,√3 معادله ی خطی را بیابید که از نقطه ی تمرین.-۲  گذشته و با محور طول ها در جهت مثبت مثلثاتی زاویییه ی(

 درجه می سازد.۳۰
 را در نظر بگیرید.ABCمثلث -۳

مساحت مثلث)۱(

S=
1
2

a bsin Ĉ=
1
2

a csin B̂=
1
2

b csin Â

برهان.

S=
1
2

AB×CH=
? 1

2
AB×BC sin B̂=

1
2

a csin B̂

به طور مشابه ثابت می شود :

S=
1
2

a bsin Ĉ

S=
1
2

bcsin Â
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قضیه ی سینوس ها)۲(
a

sin Â
=

b
sin B̂

=
c

sin Ĉ
برهان.

1
2

a bsin Ĉ=
1
2

a csin B̂⇒ bsin Ĉ=csin B̂⇒
b

sin B̂
=

c
sin Ĉ

به طور مشابه ثابت می شود :
a

sin Â
=

b
sin B̂

قضیه ی کسینوس ها)۳(
a2
=b2

+c2
−2 bc cosÂ

b2
=a2

+c2
−2 a ccos B̂

c2
=a2

+b2
−2 a bcos Ĉ

برهان.
BC2

=
? CH2

+HB2
=CH2

+(HA+AB)2=CH2
+HA2

+AB2
+2 HA×AB

                                                      =? AC2
+AB2

−2AC×ABcosÂ
                                                      ⇒ a2

=b2
+c2

−2 bccos Â
به طور مشابه ثابت می شود :

b2
=a2

+c2
−2 a ccos B̂

c2
=a2

+b2
−2 a bcos Ĉ

 قضیه ی فیثاغورس، حالت خاصی از قضیه ی کسینوس ها است.توجه.
Â=90⇒ a2

=b2
+c2

 سییانتی مییتر مربییع اسییت. محیییط آن را بیابییید.۳ سانتی متر و مساحت آن ۶ سانتی متر و ۲ دو ضلع یک مثلث تمرین.-۴
چند حالت وجود دارد؟ چرا؟

 درجیه میی سیازند.۶۰ سانتی متر است و با یکدیگر زاویه ی ۲۲ سانتی متر و ۱۲ قطرهای یک متوازی الضلع تمرین.-۵
محیط و مساحت آن چقدر است؟
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معادله ی مثلثاتی.۱۱

آشنایی با معادله ی مثلثاتی-۱
د. هنگیام حیل• با توجه به رفتار تناوبی نسبت های مثلثاتی، یک معادله ی مثلثاتی می توانید بیی شیمار جیواب داشیته باش

معادله ی مثلثاتی به یکی از حالت های زیر می رسیم :
sin x=sinα cos x=cosα tan x= tanα cot x=cotα

(۱) sin x=sinα⇒{x=2 k π+α
x=2 k π+π−α

(۲) cos x=cosα⇒x=2 k π±α
(۳) tan x=tanα⇒x=k π+α
(۴) cot x=cotα⇒x=k π+α

شش حالت خاص-۲
(۱) sin x=1⇒x=2k π+ π

2
(۲) sin x=−1⇒x=2 k π−π

2
(۳) sin x=0⇒x=k π
(۴) cos x=1⇒x=2 k π
(۵) cos x=−1⇒x=2 kπ+π
(۶) cos x=0⇒x=k π+ π

2
چند مثال-۳

مثال اول

2sin x−1=0⇒2sin x=1⇒sin x=
1
2
=sin π

6
⇒ {

x=2 kπ+ π
6

x=2 kπ+π−π
6
=2k π+

5 π
6

مثال دوم
2cos2 x−√3 cos x=0⇒ cosx (2cos x−√3)=0

                               ⇒{
cos x=0⇒x=k π+ π

2

2 cosx−√3=0⇒ cos x=√
3
2
=cos π

3
⇒x=2 kπ±π

3
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مثال سوم

cos x+√3 sin x=2⇒
? 1

2
cosx+ √

3
2

sin x=1⇒ sin π
6

cos x+cos π
6

sin x=1

                           ⇒ sin( π
6
+x)=1⇒ π

6
+x=2 k π+π

2
⇒x=2 k π+π

2
−π

6
=2 k π+π

3
مثال چهارم

tan2 x−1=0⇒( tan x−1)(tan x+1)=0⇒ {
tan x−1=0⇒ tan x=1=tan π

4
⇒x=k π+π

4
tan x+1=0⇒ tan x=−1=tan (−π

4
)⇒x=k π−π

4
مثال پنجم

tan 2x tan 3 x=1⇒ tan2 x=
1

tan 3 x
=cot 3 x=tan ( π

2
−3 x)

                         ⇒2 x=k π+ π
2
−3 x⇒5 x=k π+ π

2
⇒x=

k π
5
+ π

10
 معادله های زیر را حل کنید.تمرین.-۴

(آ) 2sin2 x+cosx+1=0 (ب) sin 2x+cos3 x=0
(پ) 2sin2 x−1=0 (ت) sin x+sin2 x+sin 3 x=0
(ث) cos xcos2 xcos3 x=0 (ج) sin x+√3 cosx=√3
(چ) cos xcos3 x−cos2x cos4 x=0 (ح) 5sin x+5cos x−2sin xcos x−1=0
(خ) 2cot x sin2 x=1 (د) tan x+cot x+2=0
(ذ) 3 tan x−3 cot x=2√3 (ر) tan x+ tan2 x−tan 3 x=0

6 معادله ی تمرین.-۵ tan2 x−tan x−1=0 0] در بازه ی ,2 π]چند جواب دارد؟ چرا؟ 
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وارون نسبت های  مثلثاتی.۱۲

آشنایی با وارون نسبت های مثلثاتی-۱
sin−1 x=α⇔sinα=x (−1≤x≤1,−π

2
≤α≤ π

2
)

cos−1 x=α⇔cosα=x (−1≤x≤1,0≤α≤π)
tan−1 x=α⇔ tanα=x (x∈ℝ ,−π

2
<α< π

2
)

cot−1 x=α⇔cotα=x (x∈ℝ ,0<α<π)
چند مثال-۲

(آ) sin−1
(
1
2
)= π

6
(ب) sin−1

(−
1
2
)=−π

6

(پ) cos−1
(
1
2
)=π

3
(ت) cos−1

(−
1
2
)=π−π

3
=

2π
3

(ث) tan−1
(√3 )= π

3
(ج) tan−1

(−√3 )=−π
3

(چ) cot−1
(√3)=π

6 (ح) cot−1
(−√3 )=π−π

6
=

5 π
6

(خ) sin−1
(sin

7 π
6
)=

?
sin−1

(−
1
2
)=−π

6
(د) cos−1

(cos
11π

2
)=

?
cos−1

(0)=π
2

(ذ) tan−1
( tan

5π
4
)=

?
tan−1

(1)=π
4

(ر) cot−1
(cot

10π
3
)=

?
cot−1

(
√3
3
)=π

3

 مقدار تمرین.-۳
sin−1

(−
√3
2
)+cos−1

(−
√2
2
)

cot−1
(tan

7 π
6
)

 را حساب کنید.

فرمول های وارون نسبت های مثلثاتی-۴
(۱) sin(sin−1 x )=x
(۲) cos (cos−1 x)=x
(۳) tan (tan−1 x )=x
(۴) cot (cot−1 x)=x
(۵) sin−1 x+cos−1 x=π

2
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(۶) tan−1 x+cot−1 x=π
2

(۷) sin−1
(−x)=−sin−1 x

(۸) cos−1
(−x)=π−cos−1 x

(۹) tan−1
(−x)=−tan−1 x

(۱۰) cot−1
(−x)=π−cot−1 x

(۱۱) sin−1 x={cos−1√1−x2 ; 0≤x≤1
−cos−1√1−x2 ; −1≤x≤0

(۱۲) cos−1 x={sin
−1√1−x2 ; 0≤x≤1

π−sin−1√1−x2 ; −1≤x≤0

(۱۳) sin−1 x= tan−1 x

√1−x2
(−1<x<1)

(۱۴) cos−1 x=cot−1 x

√1−x2
(−1<x<1)

(۱۵) sin−1 x={cot−1 √1−x2

x
; 0<x≤1

−π+cot−1 √1−x2

x
; −1≤x<0

(۱۶) cos−1 x={tan−1 √1−x2

x
; 0<x≤1

π+ tan−1 √1−x2

x
; −1≤x<0

(۱۷) tan−1 x=sin−1 x

√1+x2

(۱۸) cot−1 x=cos−1 x

√1+x2

www.abd124.ir
moghaddamzavehmohammadali@gmail.com

http://www.abd124.ir/
mailto:moghaddamzavehmohammadali@gmail.com


115مثلثات

(۱۹) tan−1 x={
cos−1 1

√1+x2
; x≥0

−cos−1 1

√1+x2
; x≤0

(۲۰) cot−1 x={
sin−1 1

√1+x2
; x≥0

π−sin−1 1

√1+x2
; x≤0

(۲۱) tan−1 x={
π

2
− tan−1 1

x
; x>0

− π

2
−tan−1 1

x
; x<0

(۲۲) cot−1 x={
π

2
−cot−1 1

x
; x>0

3π
2
−cot−1 1

x
; x<0

(۲۳) tan−1 x={cot−1 1
x

; x>0

−π+cot−1 1
x

; x<0

(۲۴) cot−1 x={tan−1 1
x

; x>0

π+ tan−1 1
x

; x<0
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چند مثال-۵
مثال اول

sin(cos−1
(
12
13
))=

?
sin (sin−1√1−(

12
13
)

2

)=sin (sin−1 5
13
)=

? 5
13

مثال دوم

cos−1
(sin π

12
)=

?
cos−1

(cos
5π
12
)=

? 5π
12

مثال سوم

cos (tan−1
(−2))=

?
cos(−cos−1 1

√1+(−2)2
)=

?
cos(cos−1 √5

5
)=

? √5
5

مثال چهارم

cos (2sin−1 1
3
)=

? 1−2sin2
(sin−1 1

3
)=

? 1−2 (
1
3
)

2

=1−
2
9
=

7
9

مثال پنجم

sin(2 tan−1 1
3
)=
¿

2 tan( tan−1 1
3
)

1+ tan2
( tan−1 1

3
)

=

2(
1
3
)

1+(
1
3
)

2=

2
3
10
9

=
18
30
=

3
5

 مقادیر زیر را حساب کنید.تمرین.-۶

(آ) sin−1
(
3
5
)+sin−1

(
4
5
) (ب) tan−1

( tan 10)

(پ) cos (cot−12) (ت) tan−1
(√5−2)+tan−1

(√5+2)

(ث) tan (2sin−1 1
3
) (ج) tan (

1
2

sin−1 1
3
)
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